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A BOA NOTICIA SOBRE ESTE PROBLEMA

Ele é o mais amigavel dos cinco. Cinco dos sete itens sdo contas diretas: calcular g(2), g(-2), g(1), g(-1) e
resolver duas equagoes.

E a questdo te entrega a resposta de bandeja: os itens (b), (c) e (e) fazem vocé DESCOBRIR a simetria por
observacao, e sé entdo o item (f) pede a demonstracdo. Vocé chega no item dificil ja sabendo o que provar.

0 Unico truque técnico do problema inteiro é uma linha de algebra, multiplicar em cima e embaixo por 3* para
sumir com o expoente negativo. Estd na seg¢do A.3.

E O QUE EXIGE ATENCAO

0 item (f) diz "demonstre". Ndo é calcular mais um valor, é provar que vale para TODO x. Testar em 1, 2 e 3 ndo
demonstra nada, e o professor deixou claro que a nota esta na explicacao.

O item (g) pede para escolher um grafico entre varios e EXPLICAR a escolha. Ndo adianta apontar: é preciso
listar as caracteristicas que eliminam os outros.

COMO ESTE MODULO ESTA ORGANIZADO

PARTE A: teoria em 14 se¢des: a exponencial, as manipulag¢des algébricas, paridade e leitura de grafico.
PARTE B: os sete itens do Problema 4, resolvidos.

PARTE C: o roteiro dos doze minutos.

PARTE D: treino em seis graus.
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PARTE A: A teoria, destrinchada
A.1 A funcao exponencial: definigao e grafico

f(x)=b*, com b>0 e b1

As restrigdes sobre a base foram justificadas no Médulo 3, se¢do A.4: base negativa ndo aceita expoente fracionario, e
base 1 produz uma constante. Aqui interessa o comportamento.

Trés fatos que valem para qualquer base valida:

e A curva SEMPRE passa por (0, 1), porque b® = 1 seja qual for b.
e Asaida é SEMPRE positiva: b* > 0 para todo x. A curva nunca toca nem cruza o eixo x.
¢ O dominio é R inteiro, ndo ha restricio nenhuma sobre a entrada. A imagem € (0, +o0).

y = 2% (base > 1: CRESCENTE) y = (1/2)* (0 < base < 1: DECRESCENTE)
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Figura 1: as duas familias de exponencial. As duas passam por (0, 1) e as duas ficam sempre acima do eixo X.

A.2 As duas familias: base maior ou menor que 1

Se a base... A funcgio é Quando x cresce Exemplo

b>1 CRESCENTE a saida explode para +oo 2%, 3%, e*, 10*

0<b<1 DECRESCENTE a saida encolhe para perto de zero OHGE
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AS DUAS FAMILIAS SAO A MESMA, ESPELHADA
(%)X = (271)* = 27 Ou seja: a exponencial decrescente de base % é a crescente de base 2 com o expoente trocado
de sinal, o que geometricamente é um espelho no eixo y.

Consequéncia pratica: vocé nunca precisa decorar dois graficos. Sabendo um, o outro é o reflexo.

E ha um detalhe que o Problema 4 usa: como a exponencial é estritamente crescente (base > 1), ela é INJETORA,
nunca repete valor. Por isso vale cortar as bases:

bA=b® = A=B

A.3 As manipulagdes que aparecem o tempo todo

Trés reescritas resolvem quase toda a dlgebra deste mdédulo. Todas saem das propriedades de poténcia do Médulo 3,
secdo A.3.

Manipulacao Vira Por qué
b~ Ix expoente negativo inverte
b
b%* (b*)? expoente que multiplica vira poténcia de poténcia
bx+1 b - b* expoentes que somam viram fatores que multiplicam
b**-1 (b*-1)(b*+1) é diferenca de quadrados, com a = b*

A LINHA QUE RESOLVE O ITEM (f) DA PROVA
Quando aparece uma fragcdo com b™ em cima e embaixo, o truque é sempre o mesmo: multiplique numerador e
denominador por b*.

Isso fazb™ - b*=b° = 1, e 0s expoentes negativos somem sem deixar rastro:

37%+ 1 1+3%
x 3%/3* =
37X%-1 1-3%

N3o é uma manipulagdo inventada para a prova: € a mesma dos Problemas 18 e 19 da Lista, e vocé a treina no
Grau 4.

A.4 A substituicao u=b*, e porqueu>0

Muitas equagdes com exponencial ficam simples quando vocé da um nome a poténcia. Chamando u = b*, uma
equacdo que parecia impossivel vira uma do 12 ou 22 grau.

Mas ha uma condicdo que ndo pode ser esquecida:

u=b* = u>0 sempre

Porque a exponencial nunca é negativa nem zero (se¢do A.1). Consequéncia: se a equacdo em u produzir uma raiz
negativa ou nula, ela deve ser DESCARTADA. E uma raiz estranha, do mesmo tipo que aparece nos logaritmos.

A.5 Equacao exponencial por substituicao

1. Identifique a poténcia que se repete e chame-a de u. Se aparecem 9* e 3% note que 9* = (32)* = (3¥)% = u?% a escolha
certaéu=3%

2. Reescreva a equacgio inteira em termos de u.
3. Resolva a equagdo em u, que normalmente é do 12 ou 22 grau.
4. DESCARTE as raizes u < 0.
5. Para cada u que sobrou, volte: b*=u=x=loghru=Inu/Inb.
Equacao Substituicio Vira Raizes em u X
4*-52%+4=0 u=2% u?-5u+4=0 u=leu=4 x=0ex=2

e*-e*-6=0 u=e* u?-u-6=0 u=3eu=-2 x=1In 3 (0 -2 sai)




A.6 Dominio com exponencial no denominador

A exponencial ndo impde restricdo de dominio, ela aceita qualquer x. O que impde restricdo é o denominador, como
no Médulo 2.

E aqui ha um atalho que a prova usa: para descobrir onde b* - ¢ zera, basta escrever c como poténcia de b.

Denominador Zera quando Reescrevendo Excluir
3*-1 3*=1 1=3° x=0
2*-8 2*=8 8=2% x=3
e*-1 e*=1 1=¢° x=0
3*+1 nunca zera 3*>0sempre, entdo 3*+1>1 nada a excluir
REPARE NA ULTIMA LINHA

2%-1
2%+1

Uma soma de exponencial com nimero positivo NUNCA zera. Por isso fungdes como tém dominio R

inteiro, sem furo nenhum.

Vale a pena checar isso antes de sair resolvendo: metade das fungdes deste médulo ndo tem restricdo alguma, e
dizer isso com seguranca ja vale o item.

A.7 Fungao par

f éPAR & f(-x)=f(x) paratodo x do dominio

Em palavras: trocar o sinal da entrada ndo muda a saida. Geometricamente, o grafico é simétrico em relagio ao eixo
y, a metade da esquerda é o espelho da metade da direita.

Exemplos: x?, x*, |x|, cos x, e*. 0 nome vem das poténcias: uma fungio s6 com expoentes PARES é par.

A.8 Funcgao impar

f 6IMPAR <& f(-x)=-f(x) paratodo x do dominio

Em palavras: trocar o sinal da entrada troca o sinal da saida. Geometricamente, o grafico é simétrico em relagdo a
ORIGEM, girando a figura 180° em torno do ponto (0,0), ela cai em cima de si mesma.

Exemplos: x, %3, x5, sen x, tg x. De novo o nome vem das poténcias: s6 expoentes IMPARES.

PAR: f(—x) = f(x) iMPAR: f(-x) = — f(x)

(a, f(a))

espelho ho eixo y torno da origem

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 2: as duas simetrias. Na par, os dois pontos ficam na mesma altura; na impar, em alturas opostas.

A MAIORIA DAS FUNCOES NAO E NEM UMA COISA NEM OUTRA
Par e impar nio sdo opostos, sdo duas propriedades especiais, e 0 normal é ndo ter nenhuma delas.

f(x) = x* + x ndo é par (por causa do x) nem impar (por causa do x*). Basta misturar expoentes pares e impares
para perder as duas.

A tinica func¢io que é par E impar ao mesmo tempo é f(x) = 0.




A.9 O pré-requisito esquecido: dominio simétrico

Antes de testar f(-x), ha uma verificagdo que quase todo mundo pula: o dominio precisa ser simétrico em relagio a

zero. Ou seja, se x estd no dominio, -x também tem que estar.

0 motivo é simples: se —x ndo estiver no dominio, f(-x) nem existe, e ndo ha o que comparar.

Dominio E simétrico? Pode ser par ou impar?
R sim sim
R - {0} sim, o 0 sai dos dois lados a0 mesmo tempo | sim
R-{-2,2} sim sim
[0, +00) NAO, o0 -3 est4 fora e o 3 esta dentro ndo
R - {3} NAO, falta tirar o -3 também nio

NO PROBLEMA 4 ISSO ESTA RESOLVIDO

0 dominio de g é R - {0}, que é simétrico: o inico ponto retirado é o préprio zero, que é o seu proprio oposto.
Mencionar isso na apresentacdo é barato e mostra rigor: "o dominio é simétrico em relagdo a origem, entdo faz

sentido perguntar se a funcdo é par ou impar".

A.10 Como DEMONSTRAR paridade

Calcular f(-1), f(-2) e f(-3) e ver que d4 o oposto NAO é demonstracio. Isso é evidéncia, e evidéncia ndo prova nada,

pode haver um quarto valor onde falha.
Demonstrar é fazer a conta com o x genérico. O roteiro:

1. Confira que o dominio é simétrico (se¢ao A.9).

2. Escreva f(-x): substitua CADA x da férmula por (-x), com parénteses.
3. Simplifique, usando as manipulag¢des da secao A.3.
4

paridade.

5. Escreva a conclusio explicitamente.

. Compare o resultado com f(x): se for igual, é par; se for o oposto, é impar; se ndo for nem um nem outro, nao tem

O PARENTESE NAO E OPCIONAL

Se f(x) = 3%, entdo f(-x) = 3%, e ndo -3*. Sdo coisas diferentes: a primeira é positiva, a segunda é negativa.
Erro correlato: em f(x) = (x - 1), escrever f(-x) = (x - 1)? em vez de (-x - 1)?. Substitua o simbolo inteiro,

sempre entre parénteses.

A.11 Paridade de produtos e quocientes

Ha uma regra de sinais para paridade, e ela poupa conta:

Se vocé multiplica (ou divide)

O resultado é

par x par PAR
impar x impar PAR
par x impar iMPAR

ns

E a mesma tabela da regra de sinais, trocando "positivo" por "par” e "negativo" por "impar". Exemplo: g(x) = X - cos x

é impar x par, portanto impar, sem precisar calcular g(-x).

Atencdo: a regra vale para produto e quociente, NAO para soma. A soma de uma par com uma impar em geral ndo

tem paridade nenhuma, é o caso de y = x + cos x.

A.12 Imagem de uma func¢ao

Imagem é o conjunto dos valores que a funcdo realmente produz. Nao é pedido explicitamente no Problema 4, mas é
0 que permite explicar o grafico no item (g), e é cobrado direto no Problema 5.

~ . u+1 , z . .
Para fungdes do tipo 70 método é reescrever isolando a parte que varia:



u+1 2
=1+ —
u—-1 u—-1

A conta: (u+ 1) = (u-1) + 2, entdo divide-se cada parcela por (u - 1). Feito isso, fica facil ver para onde a expressao
vai conforme u varia.

A.13 Assintotas, sem precisar de limite

Assintota é uma reta da qual o grafico chega arbitrariamente perto sem nunca tocar. Na Etapa 2 isso sera definido
com limites; por ora, basta a leitura intuitiva.

Tipo Como reconhecer No Problema 4
vertical onde o denominador zera e o numerador | x =0, porque 3* -1 zerala
nao
horizontal o valor de que a fungdo se aproxima y =1adireitaey=-1aesquerda
quando x vai para *oo

Para achar a horizontal sem limite formal, raciocine com ordens de grandeza. Quando x cresce muito, 3* fica

gigantesco, e 0 "+1" e 0 "-1" viram irrelevantes perto dele, a fracdo se parece cada vez mais com 3*/3* = 1. Quando x
. ~ . 0+1

vai para -, 3* encolhe para perto de zero, e a fracdo se aproxima de P -1.

Conferindo com nimeros a assintota da esquerda. Com g(x) = (3x+ 1) / (3* - 1), quanto mais negativo o x, menor
a exponencial 3% e o valor de g encosta em -1:

X 3x (a exponencial) gx)=(3x+1)/(3x-1)
-10 ~0,0000169 ~-1,0000339
-100 ~19-10-48 ~-1-3,9-10-*8 (na pratica, -1)
-1000 ~7,6-10-478 ~-1-1,5-10-477 (na pratica, -1)

A exponencial vai a zero, o “+1” e 0 “~1” passam a mandar, e g(x) chega tdo perto de -1 quanto se queira sem nunca
valer -1 (aqui fica sempre um pouquinho abaixo). Essa é a assintota horizontal y = -1 a esquerda.

A.14 O checklist para escolher um grafico

Quando a questdo da varios graficos e pede o certo, ndo olhe o desenho primeiro. Levante as caracteristicas a partir
da féormula e va eliminando.

1. DOMINIO, onde o grafico ndo pode existir? Elimine os que desenham curva ali.
. ZEROS, onde a fungao corta o eixo x? Se nao corta, elimine os que cortam.

. SINAL, em que regides a func¢do é positiva e em quais é negativa?

. ASSINTOTAS, verticais e horizontais.

. SIMETRIA, par (espelho no eixo y) ou impar (giro em torno da origem)?

. PONTOS CONHECIDOS, use os valores ja calculados nos itens anteriores.

N OO oA WN

. CRESCIMENTO, a fungio sobe ou desce em cada ramo?

NO PROBLEMA 4 VOCE JA TEM QUASE TUDO PRONTO

Os itens (a) a (f) entregaram: o dominio (item a), quatro pontos do grafico (itens b e c) e a simetria (item f).
Faltam s6 os zeros e as assintotas, que saem em dois segundos.

E por isso que o item (g) vale apenas 0,8, ele é a colheita do que os outros seis plantaram.

PARTE B: O Problema 4, resolvido item por item

B.0 O enunciado e o mapa da questao

‘ Item I 0 que pede Pontos Usa




a dominio, em duas notagdes 1,0 )

b g(2) e g(-2), e comparar 1,6 a

c g(1) e g(-1), e 0 que sugerem 1,5 b

d resolver g(x) =3 1,5 ,
resolver g(x) = -3 e comparar com (d) 1,6 d

f DEMONSTRAR a simetria 2,0 b,c e

g escolher o grafico e explicar 0,8 todos

A QUESTAO TE CONDUZ

Repare no desenho pedagégico: (b) mostra que g(-2) = -g(2); (c) mostra que g(-1) = -g(1); (e) mostra que a
solugdo de g(x) = -3 é o0 oposto da de g(x) = 3.

Trés evidéncias da mesma coisa. S6 entdo o item (f) pede a demonstragio. Quando vocé chegar nele, ja sabe
exatamente o que provar, e pode dizer isso em voz alta.

B.a Determine o dominio de g e represente em duas notag¢oes [1,0]

A exponencial 3% aceita qualquer x. A Unica restricdo vem do denominador, que ndo pode zerar:

3¥*-120 = 3*z21 = 3*%3° = x=z0

0 passo do meio é o que vale explicar: escrevendo 1 como 3° os dois lados ficam na mesma base, e como a
exponencial é injetora, basta comparar os expoentes.

As duas notagdes que o item pede:

D(g) = {xeR|x#0} e D(g) = (-%,0)U (0, +0)

Uma terceira escrita, também aceita, é R — {0}. Vale registrar que o dominio é simétrico em relagdo a origem, isso
serd usado no item (f).

B.b Calcule g(2) e g(-2), e compare [1,6]

32+1 9+1 10 5
2) = = ===
8(2) 32-1 9-1 8 4

Para g(-2), lembre que 372 = %2 = %:

oIz

10

o

1 =

+1
g(-2)=1—=
9

O |
«©

e - . . . 10
A divisao de fragdes: 0 9 do denominador de cima cancela com o de baixo, sobrando s

g(-2) = -g(2) os valores sao OPOSTOS

< . ~ o C A , 5 o
A comparagdo € o que o item pede, ndo pare nos dois niimeros. Diga: "os dois tém o mesmo médulo, 7, e sinais

contrarios".

B.c Calcule g(1) e g(-1). O que os resultados sugerem? [1,5]

3+1

g ="
o2

a

=2g(-1)=1—

4
= AL
= 2
3
==-2




De novo, opostos. Agora sio dois pares de valores mostrando o mesmo padrao, e o item pergunta o que isso sugere:

g(-x) = -g(x) = gparece ser uma funcgio IMPAR

CUIDADO COM A PALAVRA "SUGEREM"

0 item usa "sugerem" de propdsito. Dois casos ndo provam nada, eles indicam uma hipdtese.

A resposta correta aqui é: "sugerem que g é impar, isto é, que seu grafico é simétrico em relagdo a origem. Mas
isso ainda precisa ser demonstrado, o que farei no item (f)."

Dizer isso mostra que vocé entendeu a diferenca entre verificar e demonstrar, e é exatamente essa diferenca
que o item (f) vai cobrar.

B.d Resolva g(x) =3 [1,5]

Substitua u = 3%, lembrando que u > 0:

u+1

=3

u-—-1

Como u # 1 (sendo o denominador zeraria), pode-se multiplicar em cruz com seguranga:

u+1=3(u-1)=3u-3 = 1+3=3u-u = 2u=4 = u=2

Voltando a variavel original:

3*=2 = x=log;2=In2/In3 ~ 0,22,10 ~ 0,64

Conferéncia: u = 2 é positivo e diferente de 1, portanto legitimo. E x 0,64 é diferente de zero, logo esta no dominio.

POR QUE AQUI SE PODE MULTIPLICAR EM CRUZ

No Médulo 2 a regra era: nunca multiplique pelo denominador. Mas 14 tratava-se de INEQUACAO, em que o
sinal do denominador inverteria a desigualdade.

Aqui é uma EQUACAO. Igualdade nio tem sentido para inverter, multiplicar os dois lados por um ntimero nio
nulo é seguro. A nica exigéncia é garantir que o denominador nio seja zero, o que ja esta feito.

B.e Resolva g(x) = -3 e compare com o item (d) [1,6]

Mesmo caminho, com o sinal trocado:

“*1_- 3 5 u+1=-3u+3 = 4u=2 = u=%

u-1

3*=2 = x=log;(;)=-In2/In3 = - 0,64

E a comparacdo, que é o que o item cobra:

A solucio é o OPOSTO da encontrada em (d)

E a terceira evidéncia da mesma simetria. E é a mais interessante das trés, porque agora a observacio esta do outro
lado: ndo é o valor da fungao que inverte, é a ENTRADA que precisa inverter para produzir a saida oposta. Nos dois
casos, o que se vé é g(-x) = -g(x).

B.f Demonstre que g tem a simetria indicada [2,0]

Agora sim, a demonstragdo. Roteiro da se¢io A.10.

Passo 1: o dominio é simétrico

D(g) = R - {0}. Se x pertence ao dominio, -x também pertence, porque o Unico ponto excluido é o zero, que é o seu
préprio oposto. Logo faz sentido comparar g(-x) com g(x).



Passo 2: calcular g(-x)

37%+1
g(—x) = 5

Passo 3: eliminar o expoente negativo

Multiplique numerador e denominador por 3*. E a manipulacio da se¢io A.3, e é o tinico truque do problema inteiro:

g(-x) = [(37+1)-3"]/[(37-1)-3%]

Distribuindo, e usando que 37*- 3*=3° = 1:

Passo 4: comparar com g(x)

0 numerador ja é igual ao de g(x), a menos da ordem: 1 + 3* = 3* + 1. O denominador é o oposto: 1 - 3*=-(3*-1).
Colocando o sinal para fora:

3%+ 1

g(-x) = (3"+1) /[-(3*-1)] = - 7 = -8(x)

Passo 5: a conclusao

g(-x)=-g(x) paratodox€eD(g) = géIMPAR

E o significado geométrico, que fecha o item: o grafico de g é simétrico em relacdo a origem, girando-o 180° em torno
do ponto (0,0), ele coincide consigo mesmo.

CONFERENCIA COM OS ITENS ANTERIORES
A férmula demonstrada tem que reproduzir os casos ja calculados. Em x = 1: g(-1) = -g(1) = -2 = -2 (confere).
Emx=2: —% = —; (confere).

Dizer isso ao final custa dez segundos e amarra a questao inteira.

B.g Qual dos graficos é o de g(x), e por qué [0,8]

Aplique o checklist da se¢do A.14. Cinco caracteristicas, e cada uma elimina alternativas:

Caracteristica O que vale parag De onde saiu
Dominio existe em toda a reta, MENOSem x = 0 item (a)
Assintota vertical x = 0, a curva dispara perto do zero o denominador zera la
Assintotas y =1adireitaey=-1aesquerda quando 3* fica enorme, a fragdo tende a 1; quando
horizontais 3*tende a 0, tende a -1
Zeros NENHUM, a curva nunca cruza o eixo x g(x) = 0 exigiria 3* = -1, impossivel
Simetria impar: giro de 180° em torno da origem | item (f)
Pontos conhecidos passa por (1,2) e (-1, -2) item (c)




g(x)=(3x+1)/(3*x-1)

_1_——
24 Y= -1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 3: o grdfico de g. Dois ramos, assintota vertical em x = 0, assintotas horizontaisemy = 1 ey = -1, e nenhum ponto sobre o eixo x.
Como escolher entre as alternativas, na pratica, em ordem de rapidez:

e Elimine qualquer grafico que CORTE o eixo x. A fun¢do nunca vale zero.

e Elimine qualquer grafico continuo em x = 0. Tem que haver uma quebra ali.

¢ Elimine os que forem simétricos em relacdo ao eixo y, esses seriam pares, e g € impar.
e Dos que sobraram, confirme com um ponto: em x = 1 o valor tem que ser 2.

A IMAGEM, SE PERGUNTAREM

Parax > 0 tem-se 3* > 1, e a fragdo assume todos os valores maiores que 1. Parax < 0 tem-se 0 <3*<1,ea
fragdo assume todos os valores menores que -1.

Portanto Im(g) = (-0, -1) U (1, +00). A faixa entre -1 e 1 nunca é atingida, e isso é visivel no grafico como o
corredor vazio entre as duas assintotas horizontais.

PARTE C: O roteiro dos doze minutos

C.1 O que dizer, em ordem

Tempo Itens 0 que fazer no quadro

0 - 1 min abertura | Escreva g(x) e o plano: "vou achar o dominio, calcular quatro valores, resolver duas
equacdes, e tudo isso vai apontar para uma simetria que eu demonstro no item (f)."

1 -2 min a Denominador # 0, escrever 1 = 3° concluir x # 0. Dar as duas notagdes e observar que o
dominio é simétrico.

2 - 5min b, c Os quatro valores, com as contas de fragdo a vista. Depois de cada par, dizer
explicitamente que sio opostos.

5 -8 min d, e A substituicdo u = 3* nas duas equagdes. Mostrar que as solugdes sdo opostas.

8 - 11 min f A demonstragdo completa: dominio simétrico, calcular g(-x), multiplicar por 3*/3%,
colocar o sinal em evidéncia, concluir. Conferir com os valores dos itens (b) e (c).

11 - 12 min g O checklist: sem zeros, quebra em x = 0, assintotas em y = +1, simetria impar, passa por
(1,2).

C.2 As frases que valem ponto

No item Diga algo como

(@) "Escrevo o 1 como 3 elevado a zero. Como a exponencial é injetora, basta comparar os expoentes: 3* = 3°
s6 quandox =0."

(b) "Os dois valores tém o mesmo mddulo e sinais contrarios. Guardo isso."




(c) "Repetiu o padrdo. Isso SUGERE que a fungdo é impar, mas dois casos ndo demonstram nada. Vou provar
no item (f)."

(d) "Chamo 3* de u. Como a exponencial é sempre positiva, u > 0, e se aparecesse raiz negativa eu teria que
descartar.”

(d) "Aqui posso multiplicar em cruz porque é uma EQUACAO. Numa inequacio eu nio poderia, porque o sinal
do denominador inverteria a desigualdade.”

(e) "A solucgdo deu o oposto da anterior. Agora a inversao apareceu na entrada, e nio na saida, é a mesma
simetria, vista do outro lado."

®» "Primeiro confiro que o dominio é simétrico: o Gnico ponto retirado é o zero, que é o proprio oposto dele
mesmo."

®» "Multiplico em cima e embaixo por 3* Isso faz 37 - 3* = 3° = 1, e os expoentes negativos desaparecem.”

(8 "Este grafico ndo pode ser, porque corta o eixo X, e g nunca vale zero, ja que isso exigiria 3* = -1."

C.3 Erros que custam ponto

Erro Onde aparece Como evitar

Achar que f(-x) = —-f(x) por item f f(—x) é substituicdo na ENTRADA; -f(x) é trocar o sinal da

definicdo SAIDA. Sdo coisas diferentes

Escrever 3-x como -3* itens b, ¢, f Expoente negativo INVERTE: 37* = %X, que é positivo

Demonstrar com exemplos item f Testar valores é evidéncia, ndo prova. O item diz
"demonstre", use x genérico

Esquecer de checar o dominio item f E a primeira linha da demonstragio, e é barata

simétrico

Nao descartaru< 0 itens d, e u = 3* é sempre positivo. Raiz negativa em u tem que sair

S6 apontar o grafico itemg 0 item pede "explique sua escolha". Liste as
caracteristicas que eliminam os outros

Parar nos valores, sem itens b, c, e Os trés itens pedem comparacio expressamente, £

comparar metade da nota deles

PARTE D: Treino em seis graus

Faca na ordem. [L] indica exercicio da Lista do professor. Gabarito comentado no fim.

Grau 1, Mecanica da exponencial

Treina: poténcias e as trés reescritas da secdo A.3. O item 1.3 é literalmente o truque da prova.

1.1 Calcule
(1 37

(2) 23

() 5)?
4) 3°

(5) 9=

2
2

(6) 8;

1.2 Simplifique
(1) 37 3%

(2) (3%)?

(3) 3=t

(4) fatore 3zx-1
(5) e* - e




1.3 Reescreva sem expoente negativo, multiplicando em cima e embaixo
27%+1
1) 27%_1
(2) e™/(e®+1)
1 1
() (1-e2)/(1+e2)

Grau 2, Equagoes por substituicao

Treina: u = b* resolver em u e descartar u < 0.

3%+1
1) 3r—1 3

2%+ 1
(@) 555

(3) 4*-5-2"+4=0
(4) 9°-4-3*+3=0
(5) e>*-ex-6=0

eX+1 _

(6) e"—l_2

Grau 3, Paridade por calculo direto

Treina: substituir —-x e comparar. Sem exponencial ainda.
[L 8] Classifique em par, impar, ou nem par nem impar:
(1) f(x) =10 - x?

(2) f(x) =x3 - 2¥x

() f) =V(x*-x* +4)

(4) f(x)=|x|+4

(5) g(x) =[x+ 4]

(6) g(x)=x*-2x*+4

(7) g(x) =-5x*+7x*-2

(8) g(¥) =xV(x*-1)

(9) h(x) =

x2-1

(10) h(x) =3~

(1) h(x) = 55—
Grau 4, Paridade com exponencial

Treina: a manipulagdo do item (f) da prova. Estes dois sdo os exercicios mais parecidos com a prova em toda a Lista.
(1) [L 18] Mostre que g(x) =e*/ (e2x+ 1) é PAR.

(2) [L 19] Mostre que h(x) = (1 - e%) /(1+ e%) é IMPAR.

3) Mostre que f(x) = 2— & IMPAR.
( q 2%+ 1
(4) Mostre que g(x) = srs é PAR.

2

Grau 5, Paridade em fungoes variadas

Treina: a regra dos sinais da segcdo A.11 e os casos com mddulo, logaritmo e trigonometria.
[L 24] Classifique em par, impar ou nenhuma das duas:

(1) g¥) =%

(@) h(x) = e

(3) y(x) = e+

(4) gx)=|e*|



(5) h(x) = arcsen( -x)
(6) y(x) =x+cosx
(7) g(x) =x-cosx

(8) h(x) =secx-tgx
(9) y(x) =x-senx

Grau 6, Nivel de prova

Treina: tudo junto, no formato do Problema 4.

(1) Sejaf(x) = ii—: Determine D(f); calcule f(1) e f(-1); demonstre a paridade; e determine Im(f).

5%4 57X

2
4%+
4X— 1

(2) Sejag(x) =

(3) Sejah(x) =

(4) [L 20] Duas fungdes sdo da forma C-a*. Descreva o método para determinar C e a a partir de dois pontos do

grafico.

Gabarito comentado dos seis graus

. Demonstre que é par e determine sua imagem.

! Resolva h(x) = g eh(x) = —g, e compare as solugoes.

Graul
# Expressao Resposta Comentario
1.1a 372 1 expoente negativo inverte
9
1.1b | 2°7° 1 ,
8
1.1c &) 4 inverte a base e eleva: 2% = 4
2
1.1d 3° 1 qualquer base nio nula elevada a zero
1.1e 9% 3 expoente % é raiz quadrada
1.1f | g2 4 (8% =V64=4,0u(¥8)2=2%=4
3
1.2a 37*. 3% 1 expoentes somam: 3°
1.2b | (3%)? 32x= 9% expoentes multiplicam
1.2¢ 3x+1 3.3% separa a soma do expoente em produto
1.2d 32x-1 (3*-1)(3*+1) diferenca de quadrados com a = 3*
1.2e e ex e* -X+2X =X

1.3 As trés reescritas, o truque da prova

# Original Multiplico por Resultado
a 2774+ 1 2% ) 2% 1+ 2%
27x -1 1 - 2%
b e*/(e®+1) e [ e e/ (1+ex)
c _e-l L 1ol 1 1
(1 ex)/(1+ex) ex/ex (ex 1)/(ex+1)

0S TRES SA0 EXERCICIOS DE PROVA DISFARCADOS
(a) é o item (f) do Problema 4, com base 2 em vez de 3.

(b) é o Problema 18 da Lista, e o resultado ja mostra que a fungao é par.
(c) é o Problema 19 da Lista, e o resultado é o oposto do original, mostrando que é impar.
A regra para escolher por quanto multiplicar: use a poténcia POSITIVA correspondente ao expoente negativo

que vocé quer eliminar.




Grau 2

# Equacao Emu u X

a 341 _ 2u=4 u=2 x=1n2/In3 ~ 0,64
3%-1

b %41 _ 4u=6 u=3 x = (In3 - In2)/In2
2%-1 2

c 4% -5.2X+4=0 u?-5u+4=0 u=1le4 x=0ex=2

d 9¥-4.3*+3=0 u?-4u+3=0 u=1e3 x=0ex=1

e ex-e*-6=0 u?-u-6=0 u=3e-2 x =In 3 apenas

f eHl_y u=3 u=3 x=1In3
eX—1

O ITEM (e) E O QUE ENSINA

Aequacdoemudiu=3eu=-2. Masu=e*ésempre positivo, ndo existe x com e* = -2. A raiz negativa é

descartada, e sobra s6 x =1n 3.

Nos itens (c) e (d), as duas raizes em u sido positivas, entdo as duas valem. Nao é que raiz negativa sempre
apareca: é que quando aparece, tem de ser descartada.

Grau 3
# Funcio f(-x) Classificaciao

a 10 - x* 10 - x* = f(x) PAR

b x3 - 23 -x% + 2¥x = -f(x) IMPAR

c V(xt-x%+4) igual, s6 expoentes pares PAR

d |x| + 4 |-x| +4 = x| +4 PAR

e % + 4| |4 - x| # + f(x) NEM PAR NEM IMPAR
f x*-2x*+4 igual PAR

g -5x*+7x* -2 igual PAR

h V(2 - 1) -xV(x% - 1) = -f(x) IMPAR

i 1 igual PAR

x?2—1
j —— 35— = -f(x) {MPAR
Kk 1 1 iif(x) NEM PAR NEM [MPAR
xz “2x — 1 xc+2x-1

0 ATALHO DOS EXPOENTES, E ONDE ELE FALHA

Para POLINOMIOS, o atalho vale: sé expoentes pares = par; s6 impares = impar; misturados = nenhuma. Foi
assim que (a), (f), (g) sairam na hora.

Mas o atalho NAO vale para médulo e outras fun¢des. Compare (d) com (e): |x| + 4 é par, mas |x + 4| ndo é nada.
A diferenca é onde o 4 est3, dentro ou fora do médulo.

Em (k), o termo —-2x quebra a simetria do denominador. Foi ele, e s6 ele, que impediu a fungio de ser par.
Compare com (i), que é par justamente por nao ter esse termo.

Grau 4
(1) g(x)=e*/(e*+1) é PAR

| glx)=e™ /(e +1) x enjenx = & /(1+e) = g(x)

Dominio: R, pois e2* + 1 nunca zera. Simétrico (confere). Como g(-x) = g(x), a fungio é PAR.
1 1 , 7
(2) h(x)=(1—e;)/(1+e;) é IMPAR

Note que h(-x) troca i por —%;

h(-x)=(1-e2)/(1+e2) x er/fel = (el-1)/(el+1)




Pondo o sinal em evidéncia no numerador: ei -1=-(1- ei). Logo h(-x) = -h(x), e a funcio é IMPAR. Dominio R - {0},

simétrico (confere).

2¥—1 , -
(3) f(x) = ¢éiMPAR
f(-x)=2 x 292 = =2 = _f(x)
(4) g =22 6 pAR

Aqui nem precisa multiplicar por nada, basta trocar x por —x e ver que as duas parcelas apenas trocam de lugar:

g(-x) =T = o gy)
Grau 5
# Funcio Raciocinio Classificacao
a | (05 = () =x; PAR
b ex o expoente —x* ndo muda com -x PAR
elnix| +1 simplifica para e:|x|, e |x| é par PAR
d | e*] e* ja é positivo, entdo |e¥| =e*; e e™ £ £ ¥ NENHUMA
e arcsen( -x) arcsen é impar, entdo isto é —arcsen x, também IMPAR
impar
f X + COS X soma de impar com par NENHUMA
g X COS X impar x par (regra da secdo A.11) iMPAR
h secx-tgx par x impar IMPAR
i X - sen x impar - impar continua impar iMPAR
SOMA E PRODUTO SE COMPORTAM DIFERENTE
Compare (f) com (g): x + cos X ndo tem paridade, mas x - cos x é impar.
A regra dos sinais da se¢do A.11 vale para PRODUTO e QUOCIENTE. Para SOMA, ela s6 vale quando as duas
parcelas tém a MESMA paridade, como em (i), impar menos impar.
Misturar par com impar numa soma quase sempre destrdi a simetria.

Grau 6
2%—-1
(1) fix) = ——
Pergunta Resposta Como
D(f) R 2*+1>1 >0 sempre, nunca zera, ndo ha furo
f(1) 1 2-1
3 241
f(-1) 1 -1 -
paridade IMPAR ver Grau 4, item (3)
Im(f) (-1,1) ver abaixo

Aimagem: escrevaf=1 - ﬁ, comu =2*€ (0, +o0). Entdou+ 1€ (1, +), e ﬁ percorre (0, 2). Logo f percorre (-1, 1).

COMPARE COM O PROBLEMA 4 DA PROVA
A fungao da prova, %, tem imagem (-o0,-1) U (1,+0), os valores GRANDES.

Esta, ii—:, tem imagem (-1, 1), os valores PEQUENOS. E quase a inversa.

A diferencga é onde esta o sinal de menos: no denominador ele cria assintota vertical (porque zera); no




‘ numerador, ndo cria nada. Trocar +1 por -1 no denominador muda o grafico inteiro.

5%+ 57%
2

(2) glx) =

Paridade: PAR (Grau 4, item 4). Imagem: como 5* e 57 sdo positivos e um é o inverso do outro, a soma deles é
minima quando os dois sdo iguais, o que ocorre em x = 0, dando 1 + 1 = 2. Logo g(x) 2 1, e Im(g) = [1, +0).

eX -x

e
, chama-se cosh x e reaparece na Etapa 3.

Esta fun¢do tem nome: é o cosseno hiperbélico de base 5. A versdo com base e,

(3) hix) =5

h(x) =2
= 3(u+1)=5(u-1) = 2u=8 = u=4 = x=1h(x)=--
= 3(u+1)=-5(u-1) = 8u=2 = u=,
= x=-1

As solugoes sdo opostas, exatamente como no Problema 4, e pelo mesmo motivo: h é impar.

(4) O método paraacharCeaemf(x)=C-a*
Leia dois pontos do grafico, (x4, y1) € (X2, y2)-

Monte as duas equagdes: y; =C-a*; e y, =C-a%,.

1.
2.
3. DIVIDA uma pela outra. O C cancela, e sobra z—z =ax~x,
1
4. Dessa igualdade tire a, extraindo a raiz de indice (X, - x1).
5. Volte em qualquer uma das equacgdes e ache C.

Atalho util: se um dos pontos tiver x = 0, o C sai de graca, porque f(0) = C - a° = C. Ou seja, o valor onde a curva corta o eixo y
é o proprio C.
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