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LEIA ISTO ANTES DE COMECAR

Este é o inico médulo em que o assunto é realmente novo. Nos outros quatro, a maquina era sempre a mesma,
quadro de sinais na reta. Aqui a maquina € outra: o circulo trigonométrico.

Por isso a Parte A é a mais longa da série, e comec¢a em "o que é um radiano”. Nao pule.

Em compensacio, o Problema 5 é o mais BEM CONDUZIDO dos cinco: os oito itens formam uma tnica linha de
raciocinio, e os dois ultimos existem sé para vocé conferir os anteriores. Quem entende os itens (a), (b) e (c)
resolve os outros cinco quase sem esforgo.

A IDEIA CENTRAL DO PROBLEMA, EM UMA FRASE

0 seno, sozinho, ndo tem inversa, porque repete valores. Para dar-lhe uma inversa, restringe-se o dominio a
[-1t/2, m/2].

E é essa restri¢io, e s6 ela, que responde ao item mais sutil da questio: por que cos(arcsen x) é +V(1 - x?) e
nunca —V(1 - x?). Porque nesse trecho o cosseno nunca é negativo.

Tudo o mais no Problema 5 é consequéncia disso.

COMO ESTE MODULO ESTA ORGANIZADO

PARTE A: teoria em 16 se¢des, do radiano até a composicdo com inversas.

PARTE B: os oito itens do Problema 5, resolvidos.

PARTE C: o roteiro dos doze minutos.

PARTE D: treino em seis graus.

FECHAMENTO, o mapa dos cinco médulos e um plano de estudo até 17 de setembro.
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PARTE A: A teoria, destrinchada

A.1 Angulos: grau e radiano

Ha duas unidades para medir dngulo. O grau vocé conhece: a volta completa tem 360°. O radiano é outro jeito de
medir a mesma coisa, e é o padrdo em Calculo.

A definicdo: um radiano é o angulo que, num circulo de raio 1, corresponde a um arco de comprimento 1. Como a
circunferéncia inteira mede 2m, a volta completa tem 2w radianos.

360° = 2ntrad 180° = mrad

A conversdo sai de uma regra de trés a partir de 180° = m:

Graus Radianos Como se chega
0° 0 ,
30° m/6 180°+ 6
45° m/4 180° + 4
60° /3 180°+3
90° /2 180°+2
180° T a definicdo
270° 3m/2 T+ /2
360° 2T volta completa

POR QUE O CALCULO USA RADIANO

Porque em radianos as formulas de derivada ficam limpas: a derivada de sen x é cos x apenas se x estiver em
radianos. Em graus apareceria um fator /180 atrapalhando tudo.

Na pratica: quando vocé vir /6, leia "30 graus” mentalmente se ajudar. Mas escreva sempre em radianos,
porque é assim que a prova esta escrita.




A.2 O circulo trigonométrico

E um circulo de raio 1, centrado na origem. Um angulo 8 é medido a partir do semieixo positivo x, no sentido anti-
horario, e determina um ponto P sobre o circulo.

Tudo em trigonometria é a leitura das coordenadas desse ponto.

A.3 Seno e cosseno como coordenadas

P = (cos0,sen0)

cos 6 é a ABSCISSA; sen 6 é a ORDENADA Os sinais em cada quadrante

22 e
en + sen +
Ccos — Ccos +

sen 0

cos O

raiol=1

Figura 1: a esquerda, cosseno é a abscissa e seno é a ordenada do ponto P. A direita, os sinais em cada quadrante.
E s6 isso. Cosseno é a coordenada horizontal, seno é a vertical. Dessa defini¢io saem de imediato dois fatos:

e -1<senB<1 e -1<cosB<1,porque o ponto esta sobre um circulo de raio 1 e nenhuma coordenada pode
passar disso.
e Seno e cosseno estdo definidos para QUALQUER 6 real, basta continuar girando. Dominio: R.

COMO NAO TROCAR 0S DOIS
coSSeno — comega com C, de "Comprimento horizontal”, é o eixo x, que se escreve primeiro no par ordenado.
Ou, mais simples: em (cos 6, sen 0), a ordem alfabética c antes de s coincide com a ordem x antes de y.

A.4 Os sinais em cada quadrante

Quadrante Angulo entre sen cos tan
12 Oem/2 + + +
20 m/2em + - -
3¢ me3mn/2 - - +
40 3n/2e?2m - + -

Nao decore a tabela, leia do circulo. No 22 quadrante o ponto esta a esquerda (abscissa negativa, logo cos < 0) e acima
(ordenada positiva, logo sen > 0). O resto sai igual.

A tangente é sen/cos, entdo o sinal dela é a divisdo dos dois, positiva quando ambos tém o mesmo sinal.

A.5 Os arcos notaveis, e como nao decora-los

0 0 /6 n/4 n/3 /2
sen 0 0 1 V2 V3 1
2 2 2
cos 0 1 V3 2 1 0
2 2 2




tan 6 0 V3 1 V3 ndo existe
3
O TRUQUE QUE DISPENSA DECORAR
Escreva a linha do seno como Yo ﬂ, ﬁ, 3 Os numeradores sdo simplesmente v0,v1,V2,V3, V4, em ordem.

2’ 2 2’ 2”7

Simplificando: 0, i, g, g,
E a linha do cosseno é a MESMA, de tras para frente. Porque cos 6 = sen(m/2 - 0): o cosseno de um angulo é o
seno do complementar.

1. E exatamente a linha do seno.

Com esses dois fatos vocé reconstroi a tabela inteira em dez segundos, sem memorizar nada.

51z A
Exemplo 1: quanto vale cos(n/3)? A linha do seno, para 0, n/6, n/4, n/3emn/2,é 2, 2, 2, 2 e 2 .0 cosseno
Ja 3 2 1 Yo
é essa linha lida de tras para frente: 2, 2, 2, 2 e 2.0 angulo /3 é o quarto da lista, e o quarto valor do
a1 1
cosseno é 2 = 2, Conferéncia pelo complementar: cos(n/3) = sen(n/2 - m/3) = sen(n/6) = 2. Confere. E a relagiio

V3 1 3 1
2

fundamental fecha: sen?(m/3) + cos?(n/3) = (2 )2+ (2)*=4 + 4 =1.

Y1
2

NJ—=

. Do

Exemplo 2: quanto vale tan(m/6)? A tangente é seno dividido por cosseno. Do seno, sen(m/6) =

2 . Entdo tan(m/6) = (2) + ( 2

do denominador se cancelam, e é por isso que basta dividir os numeradores: V1 + /3.

¥3
1_73

cosseno (a linha lida de tras para frente), cos(m/6) = )=== %~ 0,577. Os dois 2

&

A.6 A relagao fundamental

sen’0 + cos?0 =1

E o Teorema de Pitagoras aplicado ao tridngulo retangulo formado pelo raio e pelas duas coordenadas: os catetos
medem |cos 6| e |sen 6], e a hipotenusa é o raio, que vale 1.

Dela saem as duas formas que vocé mais vai usar:

sen?0=1 - cos?0 cos’0=1-sen?0

0 CUIDADO AO EXTRAIR A RAIZ
De cos?0 = 1 - sen?0 NAO se conclui cos 6 = V(1 - sen?6). Conclui-se cos 0 = * V(1 - sen?6).
Quem decide o sinal é 0 QUADRANTE em que 6 esta. Sem essa informagdo, a resposta fica com os dois sinais.

E exatamente esse detalhe que o Problema 5 explora nos itens (e) e (f), 14 o quadrante esta fixado pela
definicdo do arcsen, e por isso o sinal é decidivel.

A.7 Tangente, secante, cossecante e cotangente

Funcao Definicao Existe quando Aparece na Lista em
tan 0 sen 0 / cos O cos0#0 Problemas 14, 15, 16
sec O 1/cosB cos0#0 Problema 16(b), 24(h)
cossec 0 1/sen6 senB# 0 Problema 15(e)
cot© cosB /senB senB# 0 Problemas 15(h), 16(e)

Duas identidades derivadas, que saem dividindo a relagdo fundamental por cos®8 e por sen?0:

1 +tan®0 =sec?0 1 + cot? 0 = cossec? 0

A primeira resolve o Problema 16(b) da Lista; a segunda, o 16(e).



A.8 Os graficos de seno e cosseno

sen x CoS X

Dominio R R

Imagem [-1,1] [-1,1]

Periodo 2T 2T

Vale 0 em 0, +1, £21, ... +m/2,+31/2, ...

Vale 1 em /2 0

Paridade IMPAR: sen(-x) = -sen x PAR: cos(-x) = cos X

sen(x): em [-m, ] NAO é injetora; em [-m/2, /2] (vermelho) é
1 -
y = 0,5 corta DUAS vezes
_1 -
—In —Tll,"Z 0 l'l.lf2 I'Il

cos(x): no trecho [-1t/2, /2] ele é sempre = 0 — isto decide o item (f)

-n —1/2 0 /2 mn

Figura 2: em cima, o seno em [-m, ] e o trecho onde ele é injetor. Embaixo, o cosseno; repare que no mesmo trecho [-1t/2, m/2] ele nunca fica

abaixo do eixo.

A PARIDADE DELES VOLTA DO MODULO 4

0 seno é impar e o cosseno é par. Foi isso que resolveu os itens (g), (h) e (i) do Problema 24 da Lista, no
Médulo 4.

E é 0 que garante que o grafico do cosseno seja simétrico em relagdo ao eixo y, o que, por sua vez, é o que faz
cos(arcsen x) ser uma funcao par.

A.9 Funcao injetora, e o teste da reta horizontal

fé INJETORA < valores diferentes de entrada dao valores diferentes de saida

Dito de outro jeito: a funcdo nunca repete uma saida. Se f(a) = f(b), entao obrigatoriamente a = b.

No grafico ha um teste visual imediato: trace retas horizontais. Se alguma delas cortar o grafico em MAIS DE UM

ponto, a fun¢do ndo é injetora, porque dois x diferentes produziram o mesmo y.

0 SENO NAO PASSA NO TESTE

No intervalo [-m, ], a reta horizontal y = 0,5 corta o grafico do seno duas vezes: em x =m/6 e em x = 51/6. Os
dois tém seno igual a 0,5.

Esta marcado na Figura 2. E a razdo pela qual o item (a) da prova pede uma RESTRICAO, sem ela nio ha
inversa.

A.10 Funcao inversa: o que ela troca

A funcdo inversa desfaz o que a original fez. Se fleva a em b, a inversa leva b de volta para a.

f(a)=b & f(b)=a




Duas consequéncias que a prova usa direto:

Da funcao f Vira, na inversa f!
o DOMINIO a IMAGEM
a IMAGEM o DOMINIO

E geometricamente, o grafico da inversa é o espelho do grafico original na reta y = x.

o) FUN(;AO INJETORA TEM INVERSA

Se fnao for injetora, existe um b que veio de dois valores diferentes de a. Ao tentar voltar, a inversa teria de
escolher entre dois, e fun¢do ndo pode ter duas saidas para a mesma entrada.

E por isso que a restrigdo do item (a) tem de vir ANTES da inversa do item (b). A ordem dos dois itens néo é
arbitraria.

A.11 Por que o seno nao tem inversa, e como se resolve
0 seno, no seu dominio natural R, estd longe de ser injetor: ele repete cada valor infinitas vezes, uma por periodo.

A solucdo padrao é escolher um pedago do dominio onde ele seja injetor, e trabalhar s6 ali. A escolha convencionada

3

e:

sen:[-n/2,n/2] - [-1,1]

Por que esse pedaco, e ndo outro? Trés razdes:

e Nele o seno é estritamente crescente, sobe de -1 até 1 sem nunca repetir. Injetor.

e Ele cobre TODA aimagem [-1, 1]. Nenhum valor de saida se perde.

e E simétrico em torno de zero e contém o zero, o que deixa a inversa com boas propriedades, entre elas, ser
impar.

A.12 arcsen: dominio, imagem e como calcular

arcsen:[-1,1] » [-n/2,m/2]

Repare na troca: o dominio do arcsen é a imagem do seno restrito, e a imagem do arcsen é o dominio do seno
restrito. E a regra da se¢do A.10 em agao.



A inversa é o espelho naretay = x

n/2 -
1 -
-1 A
—24 7 = sen(x) em [-1/2, /2]
7 = arcsen(x)
4
—n/2 -1 1 n/2

Figura 3: o seno restrito e o arcsen sdo reflexos um do outro naretay =x.

arcsen(x) =0

significa sen@=x E 0€[-nt/2,n/2]

Para calcular, faca a pergunta ao contrario: "qual angulo, ENTRE -nt/2 E m/2, tem seno igual a x?"

Calcular Pergunta Resposta
arcsen(%) que angulo em [-1/2, /2] tem seno %? /6
arcsen(0) idem, seno 0? 0
arcsen(1) idem, seno 1? /2
arcsen(—%) idem, seno —;? -m/6
arcsen(g) idem, seno ‘/Z—E? n/4
arcsen(2) ndo existe: 2 esta fora de [-1, 1] ndo definido

0 ARCSEN E UMA FUNGCAO IMPAR
arcsen(-x) = — arcsen(x). Isso aparece no Problema 24(e) da Lista, resolvido no Médulo 4.
Faz sentido: o intervalo [-1/2, Tt/2] é simétrico, e 0 seno é impar. A inversa de uma fun¢do impar é impar.

A.13 arccos e arctan

As outras duas inversas seguem a mesma ldgica, mudando apenas o intervalo escolhido:

Funcao Dominio Imagem Por que esse intervalo
arcsen x [-1, 1] [-1t/2, /2] onde o seno é crescente e cobre [-1,1]
arccos x [-1, 1] [0, m] onde o cosseno é decrescente e cobre [-1,1]
arctan x R (-m/2,m/2) onde a tangente é crescente e cobre R inteiro

Note que o arctan aceita QUALQUER real de entrada, porque a tangente assume todos os valores reais. Ja o arcsen e o
arccos s0 aceitam entradas em [-1, 1], fora disso ndo existe angulo possivel.

E as inversas de secante, cossecante e cotangente se calculam voltando as basicas:



arcsec( x) = arccos( % ) arccossec( x ) = arcsen( % )

A.14 A armadilha do arcsen(sen x)

Parece 6bvio que arcsen(sen x) = x, ja que uma fung¢io desfaz a outra. Mas isso sé vale se x estiver dentro de [-1/2,

m/2].

0 EXEMPLO DA LISTA (PROBLEMA 15k)
Calcule arcsen( sen( 5m/4) ).

Primeiro, sen(51/4) = —g. 0 angulo 5m/4 esta no 32 quadrante, onde o seno é negativo.
Agora, arcsen(—g) = -m/4, porque -m/4 é o angulo DENTRO de [-1/2, /2] cujo seno é —‘/2—5.

Resposta: -1t/4, e NAO 5m/4. O arcsen nio pode devolver 5m/4, porque isso esta fora da imagem dele.

A regra: arcsen(sen x) devolve o angulo de [-1/2, t/2] que tem 0 mesmo seno que X, que s6 é o proprio x
quando x ja estava la dentro.

A.15 Compor uma trigonométrica com uma inversa
E o coragio do Problema 5. 0 método tem trés passos e nunca muda:

1. DE UM NOME ao angulo. Escreva 0 = arcsen(x). Isso transforma uma expressdo estranha numa variavel comum.

2. TRADUZA o que esse nome significa: sen 6 =x, E 8 € [-1t/2, /2]. As duas informacdes, o valor e o intervalo, sdo
igualmente importantes.

3. USE a relagdo fundamental para achar o que falta, e o INTERVALO para decidir o sinal.

Aplicando a cos(arcsen x):

@ =arcsenx = senfB=x e 0€[-n/2, /2]
cos?0=1-sen’0=1-x> = cos0==%+/(1-x3)
em [-1/2, /2] 0 cosseno é=20 = cosG=+\/(1—x2)

0 PASSO 3 E ONDE ESTA A NOTA

Quase todo mundo chega em V(1 - x?). O que separa a resposta completa da incompleta é justificar a escolha
do sinal, e a justificativa vem do intervalo, ndo da conta.

E por isso que o item (b), que parecia burocratico, é essencial: é ele que fixa o intervalo [-1/2, /2] que o item
(e) vai usar.

A.16 O método do triangulo

Existe um atalho visual para essas composic¢oes, util quando a algebra embaralha. Como sen 6 = x = f, desenhe um

tridngulo retingulo com cateto oposto x e hipotenusa 1. Por Pitagoras, o cateto adjacente vale V(1 - x?).

(1—x?)

cos 0 = cateto adjacente / hipotenusa = \/ = \/ (1-x%)

E rapido e funciona para qualquer composicdo desse tipo. Mas atencdo: o tridngulo s6 enxerga dngulos do 19
quadrante, entdo ele da o valor absoluto, o sinal continua tendo de ser decidido pelo intervalo. Use-o como
conferéncia, ndo como demonstracdo.

PARTE B: O Problema 5, resolvido item por item

B.0 O enunciado e o mapa da questao

0 enunciado fornece os graficos de sen(x) e cos(x) em [-m, ], e avisa que a inversa do seno se denota arcsen(x). Sao
oito itens, somando 10,0 pontos.

Item 0 que pede Pontos Usa

D e Im do seno, de modo que ele seja injetor 1,2 )

D e Im do arcsen 0,9 a




c D e Im de cos(arcsen x) 1,8 b
d calcular cos(arcsen %2) 1,4 b
e provar cos(arcsen x) = V(1 - x?) 1,6 b
f por que ndo vale a versdo negativa 09 c
g onde V(1 - x?) esta definida 1,2 c
h refazer (d) pela identidade e conferir 1,0 d, e

A ESTRUTURA E UM CIRCUITO FECHADO
Os itens (g) e (h) existem para CONFERIR os anteriores: (g) verifica que o dominio encontrado em (c) bate com
o da féormula de (e); (h) verifica que a formula de (e) reproduz o ndmero de (d).

Isso é um presente: se as conferéncias fecharem, vocé sabe que acertou tudo. Se ndo fecharem, vocé descobre o
erro ainda na prova, a tempo de corrigir.

B.a Forneca D e Im do seno de forma que ele seja injetor [1,2]

D(sen) = [-n/2,1/2] Im(sen) =[-1,1]

A justificativa, que é o que vale a maior parte do ponto:
e No intervalo [-m, 1] inteiro o seno NAO é injetor. Contraexemplo direto do grafico: sen(m/6) = sen(5m/6) = %

dois angulos diferentes com o mesmo seno.

e Restringindo a [-1/2, /2], 0 seno passa a ser estritamente crescente: sobe de -1 até 1 sem nunca repetir valor.
Logo é injetor nesse intervalo.

e E aimagem continua sendo [-1, 1] inteira: nada se perde com a restri¢do, porque o seno ja atinge todos os seus
valores dentro desse trecho.
Vale desenhar a reta horizontal do contraexemplo no grafico dado, é a forma mais rdpida de mostrar a nio
injetividade.

B.b Fornega D e Im do arcsen [0,9]

D(arcsen) = [-1,1] Im(arcsen) = [-nt/2,m/2]

A explica¢do é uma frase: a fun¢do inversa TROCA dominio e imagem. Como o seno restrito vai de [-1t/2, /2] para
[-1, 1], o arcsen faz o caminho contrario, sai de [-1, 1] e chega em [-1t/2, t/2].

Em palavras concretas: o arcsen recebe um SENO e devolve um ANGULO. Por isso s6 aceita entradas entre -1 e 1
(que sdo os valores possiveis de um seno) e sd devolve dngulos do intervalo escolhido no item (a).

B.c Determine dominio e imagem de cos(arcsen x) [1,8]
O dominio

Pelas duas condi¢des de uma composta (Médulo 2, se¢do A.10):

e Xxprecisa estar em D(arcsen) = [-1, 1].
e arcsen(x) precisa estar em D(cos) = R, o que sempre acontece, ja que o cosseno aceita qualquer angulo. Esta
condi¢do ndo restringe nada.

D (cos(arcsenx)) =[-1,1]

A imagem

Quando x percorre [-1, 1], o valor arcsen(x) percorre todo o intervalo [-1/2, t/2]. A pergunta vira: que valores o
cosseno assume nesse trecho?

Lendo o segundo grafico dado no enunciado, entre -1t/2 e 1t/2 o cosseno sobe de 0 até 1 e volta a 0, sem nunca ficar
negativo:

Em0 = -T/2 0 n/2
cos O 0 1 0




Im (cos(arcsenx)) =[0,1]

ESTE E O ITEM MAIS IMPORTANTE DA QUESTAO
Aimagem ser [0, 1], isto é, NAO NEGATIVA, é o fato que os itens (e) e (f) vdo usar.

Vale 1,8 pontos por si s6, e sustenta outros 2,5. Ndo passe correndo por ele: deixe escrito no quadro, em
destaque, que a composta nunca é negativa.

B.d Calcule cos( arcsen %; ), justificando [1,4]
Dois passos, de dentro para fora.

Passo 1: calcular o arcsen. A pergunta é: qual angulo, entre -1/2 e /2, tem seno igual a %27?

arcsen(%) = n/6 porque sen(m/6) =% e /6 € [-n/2, /2]

Passo 2: calcular o cosseno desse angulo, pela tabela dos arcos notaveis:

&

cos(arcsen2) = cos(m/6) =

2

A justificativa que o item pede é a mencdo ao intervalo: existem infinitos angulos com seno %2, mas o arcsen devolve
especificamente /6, que é o Unico dentro de [-1/2, t/2].

B.e Prove que cos( arcsenx)=V(1-x?) [1,6]
Use o método da secdo A.15. Trés passos.

Passo 1: dar nome ao angulo

Seja O =arcsen(x). Entao: sen@=x e O0€[-n/2,m/2]

Passo 2: aplicar a relagdo fundamental

sen?0+cos’0=1 = cos’0=1-sen?0=1-x2

cos0 = ++/(1-x%)

Passo 3: decidir o sinal pelo intervalo

Aqui estd a parte que vale a nota. Como 6 pertence a [-11/2, t/2], e nesse intervalo o cosseno é sempre maior ou igual
a zero (é o que o segundo grafico do enunciado mostra), o sinal negativo esta descartado:

cos® = +/(1-x) = cos(arcsenx) = /(1-x%) m

CONFERENCIA RAPIDA NOS EXTREMOS

Em x = 0: a formula d4 V1 = 1, e de fato cos(arcsen 0) = cos(0) = 1 (confere)

Emx = 1: a férmula d4 VO = 0, e cos(arcsen 1) = cos(r/2) = 0 (confere)

Duas conferéncias de cinco segundos que confirmam a identidade nos dois extremos.

B.f Explique por que ndo vale cos( arcsenx ) =-Vv(1-x?) [0,9]
0 item manda usar o item (c), e a resposta cabe em duas linhas:

Pelo item (c), a imagem de cos(arcsen x) é [0, 1], ou seja, a composta NUNCA é negativa. J4 a expressio —V(1 - x?) é
sempre menor ou igual a zero, porque uma raiz quadrada é nao negativa e ha um sinal de menos na frente.

cos(arcsenx)=0 mas -+/(1-%?)<0




As duas s6 poderiam coincidir onde ambas valessem zero, isto é, em x = -1 e x = 1. Para todo x entre -1 e 1 elas tém
sinais opostos, e a igualdade é falsa.

cos(arcsen x) é a METADE DE CIMA do circulo unitario

(1/2, V3/2)
1 - itens (d) e (h)
0 I 1
\ I
\ )
\ /
\ /
\ ,/
\\ e
\\-_ 4’/
-1 == cos(arcsen x) = +v(1 — x2?)
== —(1 — x2) — NAO é a composta

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Figura 4: a composta é a metade de CIMA do circulo unitdrio. A metade de baixo (tracejada) é /(1 - x?), e néo corresponde a cos(arcsen x).

A causa de fundo é a escolha feita no item (a): ao restringir o seno a [-1/2, m/2], amarrou-se o arcsen a devolver
apenas angulos onde o cosseno é nido negativo. Fosse outra a restricdo, outra seria a resposta.

B.g Para quais x a expressdo V( 1 - x?) esta bem definida [1,2]

Condigdo de existéncia da raiz quadrada: radicando maior ou igual a zero.

1-x?20 = x*<1 = -1<x<1

Resolvendo pelos principios do Médulo 1: o polindmio 1 - x* tem raizes +1 e coeficiente lider a = -1 < 0, logo é
positivo ENTRE as raizes. Com o "igual", os extremos entram:

D=[-1,1]

E a verificagdo que o item pede: este é exatamente o dominio de cos(arcsen x) encontrado no item (c). Confere.

POR QUE ESSA CONFERENCIA IMPORTA

Uma identidade entre duas expressdes sé é legitima se as duas estiverem definidas nos mesmos pontos. Se os
dominios ndo batessem, a igualdade do item (e) valeria apenas em parte da reta, e teria de vir com ressalva.

Como batem, a identidade vale em todo o dominio, sem excecdo. Dizer isso fecha o item.

B.h Calcule cos( arcsen ;) pela identidade e confira [1,0]

cos(arcsen?z) = \/(1—(%)2) = \/(1—%) — \[(z) = ?

A simplificacdo final: \/[%) =V3 /V4a= AE}

2

E confere com o item (d), onde o mesmo valor foi obtido por outro caminho, passando pelo dngulo m/6 e consultando
a tabela dos arcos notaveis.

0 QUE DIZER PARA FECHAR A APRESENTACAO

"Os dois caminhos dao g No item (d) eu passei pelo angulo: achei que arcsen % = 1t/6 e consultei o cosseno de




/6. Aqui eu nem precisei saber que angulo era, apliquei a identidade direto no ndmero."

Essa observagdo mostra que vocé entendeu para que serve a identidade: ela dispensa o angulo intermediario. E
exatamente por isso que ela é util em Calculo, onde x costuma ser uma variavel e nio um nimero conhecido.

PARTE C: O roteiro dos doze minutos

Tempo Itens 0 que fazer no quadro

0 - 1 min abertura | Diga o plano: "vou restringir o seno para ele ter inversa, descrever o arcsen, montar a
composta com o cosseno, e a restri¢do escolhida no comego vai decidir tudo o que vem
depois."

1 -3 min a,b Marcar no grafico dado aretay = 0,5 cortando duas vezes. Restringir a [-1t/2, /2] e
justificar. Depois trocar dominio por imagem para o arcsen.

3 -5,5min c As duas condig¢des da composta. Depois ler no segundo grafico que o cosseno vai de 0 a
1 nesse trecho. DEIXAR EM DESTAQUE que a imagem é [0,1].

5,5-7 min d arcsen % =1/6 justificando pelo intervalo; cos(m/6) = ? pela tabela.

7 - 9,5 min e 8 = arcsen x, relagio fundamental, chegar em +v/(1-x%), e decidir o sinal pelo intervalo.
Este é o item que exige demonstragdo, ndo corra.

9,5-11 min fg Comparar os sinais das duas expressdes. Depois resolver 1 - x* > 0 e mostrar que da o
mesmo dominio do item (c).

11-12 min h Substituir % na identidade, simplificar \/(%) = ? e fechar dizendo que os dois caminhos
coincidem.

As frases que valem ponto

No item Diga algo como

() "No intervalo inteiro o seno repete valores, sen(m/6) e sen(5m/6) dio os dois %. Restringindo a [-1/2,
m/2] ele passa a ser estritamente crescente, e ai nunca repete.”

(b) "A inversa troca dominio com imagem. O arcsen recebe um seno e devolve um angulo, por isso s6 aceita
entradas entre-1e 1."

(o) "0 cosseno aceita qualquer angulo, entdo quem limita o dominio é s6 o arcsen. E como o arcsen sé devolve
angulos de [-1t/2, /2], o cosseno deles fica sempre entre 0 e 1, nunca negativo. Guarde isso, vou usar
daqui a pouco.”

(e) "A relagao fundamental me da o cosseno ao quadrado. Ao extrair a raiz aparecem dois sinais, e quem
decide entre eles ndo é a conta, é o intervalo onde 0 esta."

® "A composta tem imagem [0,1], que é ndo negativa. E —V(1-x?) é sempre nio positiva. As duas s6 se
encontram onde ambas sdo zero, em x = +1."

(8) "Os dois lados de uma identidade precisam ter o mesmo dominio. Se ndo tivessem, a igualdade valeria s6
em parte da reta.”

. . e . . . . . R S

) "Os dois caminhos ddo - Avantagem da identidade é que ndo precisei saber que angulo era, apliquei
direto no niimero."

Erros que custam ponto

Erro Onde aparece Como evitar
Dar a imagem do arcsen como itemb Aimagem é [-1/2, t/2]. Dominio e imagem TROCAM na
[-1,1] inversa
Esquecer o * ao extrair a raiz iteme De cos?0 = 1 - x? vém dois sinais. Escreva os dois e

depois escolha

Escolher o sinal sem justificar iteme A justificativa é o intervalo [-1t/2, /2], ndo a conta
Responder arcsen(sen 51/4) = Lista 15k 0 arcsen so6 devolve valores de [-1t/2, t/2]. A resposta é
5n/4 -n/4
Confundir grau e radiano itens d, h /6 é 30°. Escreva sempre em radianos
Dizer a imagem do item (c) sem itens c, f Que ela seja [0,1] é o fato que sustenta 2,5 pontos
destacar adiante




Pular as conferéncias finais

itens g h

Os dois itens EXISTEM para conferir. Fechar o circuito
vale 2,2 pontos

PARTE D: Treino em seis graus

[L] indica exercicio da Lista do professor. Gabarito comentado no fim.

Grau 1, Radianos e arcos notaveis

Treina: a tabela bdsica, sem a qual nada mais funciona.

1.1 Converta para radianos
(1) 30°

(2) 45°

(3) 90°

(4) 120°

(5) 270°

1.2 Calcule

(1) sen(m/6)

(2) cos(m/4)

(3) sen(m/3)

(4) cos(m/2)

(5) tan(m/4)

(6) cos(m)

(7) sen(-m/6)

(8) cos(-m/3)

Grau 2, A relagao fundamental

Treina: achar as outras razées a partir de uma, decidindo o sinal pelo quadrante.

[L 14] Em cada item é dado um valor. Determine os outros dois, no intervalo indicado:

(1) senx= %, X € [1/2, ]

(2) cosx= %, X € [-1/2, 0]

(3) senx= —%, X € [m, 31/2]
(4) tanx =2, x€ [0, ]

(5) tanx =2, x € [m, 31/2]
(6) tanx = %, X € [-m, -1t/2]

(7) cosx= =

13’

X € [1/2, ]

Grau 3, Valores exatos de fungdes inversas

Treina: a pergunta invertida, sempre lembrando do intervalo de saida.

[L 15] Encontre o valor exato:
(1) arccos(-1)

(2) arcsen(0,5)

(3) arctan(V3)

(4) arctan(-1)

(5) arccossec(V2)

(6) arcsen(1)




(7) arcsen(-v2)

(8) arccot(v3)

(9) arcsec(2)

(10) arccos(?)

(11) arcsen( sen(5m/4))

Grau 4, Identidades com inversas

Treina: o método da se¢do A.15. O item (a) é literalmente o item (e) da prova.
[L 16] Mostre as identidades:

(1) cos(arcsenx)=v(1-x?)

(2) sec(arctanx)=vV(1+x?)

(3) cos(2arcsenx) =1 - 2x?

(4) tan(arcsenx)=x/V(1-x?), -1<x<1

(5) sen(arccotx)=1/V(1+x?)

Grau 5, Dominios com trigonometria

Treina: juntar as condigdes de existéncia do Médulo 2 e 3 com as restrigdes trigonométricas.
[L 23] Determine o dominio:

(1) g(x)=cosx/(1-senx)

(2) gx)=1/(1-tanx)

(3) h(x) =In(arccos x)

(4) h(x) = arccos(Vx-1)

(5) h(x) =1+ esenx

(6) h(x) =sen(e*-1)

Grau 6, Nivel de prova

Treina: o Problema 5 inteiro, em outras roupas.

(1) Determine D e Im de sen( arccos x ), e prove que sen( arccos x ) = V(1 - x?).

(2) Determine D e Im de tan( arcsen x ). Por que o dominio NAO é [-1, 1] inteiro?
(3) Calcule cos( arcsen(g) ) por dois caminhos: pelo angulo e pela identidade.

(4) Determine para quais x a expressio V( 1 + x?) esta definida, e explique por que a resposta é diferente da do item
(g) da prova.

Gabarito comentado dos seis graus

Graul
# Item Resposta # Item Resposta
1.1a 30° /6 1.2a sen(m/6) 1
2
1.1b 45° /4 1.2b cos(m/4) V2
2
1.1c 90° /2 1.2c sen(m/3) V3
2
1.1d 120° 2m/3 1.2d cos(m/2) 0
1.1e 270° 3m/2 1.2e tan(m/4) 1
1.2f cos(m) -1
1.2g sen(-1/6) _%




1.2h cos(-m/3)

N =

Os dois ultimos usam paridade: o seno é impar, entdo sen(-m/6) = —sen(m/6). O cosseno € par, entdo cos(-m/3) = cos(m/3).

Grau 2

# Dado Quadrante sen x cos X tan x
a sen=> 2° 3 _2 3
5 5 5 4
b cos =1 42 _2v2 1 -2v2
3 3 g
C sen = —+ 3¢ -1 3 V3
2 2 2 —
3
d tan =2 1° 245 V5 2
5 5
e tan =2 30 25 V5 2
5 5
f tan == 3¢ _¥5 25 1
2 5 5 2
g coS = — 20 12 _5 12
13 1_3 13 5
COMPARE (d) COM (e)
0 valor da tangente é o mesmo, 2, mas os quadrantes sdo diferentes, e por isso o seno e o cosseno saem com
sinais trocados.
A tangente sozinha nio identifica o angulo: ela é positiva no 12 E no 32 quadrantes. E por isso que o enunciado
sempre informa o intervalo.
A conta: de 1 + tan?x = sec?x vem sec?x = 5, logo sec x = +V/5. No 12 quadrante o cosseno é positivo, entio sec =
5 .
+V5 e cos = 1/\/5 = g No 3¢, tudo troca de sinal.

Grau 3
Expressao Resposta Raciocinio
a arccos(-1) T que angulo em [0, 7] tem cosseno -1?
b arcsen(0,5) m/6 em [-1t/2, /2], seno Y2
[ arctan(V3) n/3 em (-1/2, m/2), tangente V3
d arctan(-1) -n/4 tangente -1, no intervalo negativo
€ arccossec(2) /4 vira arcsen(1/v2) = arcsen(g)
f arcsen(1) /2 o extremo do intervalo
g arcsen(-v2) NAO EXISTE V2 % ~1,41 esté fora de [-1, 1]
h arccot(v3) m/6 cot(n/6) = V3
i arcsec(2) /3 vira arccos(i)
j arccos[?) m/6 €0sseno ? em [0, m]
k arcsen(sen 51/4) -m/4 ver caixa abaixo

0S DOIS ITENS QUE PEGAM TODO MUNDO

(g), ndo existe. O arcsen s6 aceita entradas entre -1 e 1, e —V2 ~ —1,414 esta fora. Se o enunciado quisesse —g, a
resposta seria —1/4; vale conferir o enunciado impresso.

(k), a resposta NAO é 5m/4. Primeiro, sen(5m/4) = —g. Depois, arcsen(—g) = -1t/4, porque é esse o angulo de
[-1t/2, /2] com aquele seno. O arcsen nao pode devolver 51/4, que esta fora da imagem dele.




Grau 4

Todos seguem o mesmo método: dé nome ao angulo, traduza, use a identidade adequada e decida o sinal pelo

intervalo.
# Identidade 0 esta em Identidade usada Sinal escolhido porque
cos(arcsenx) = \/(1—x2) [-m/2, /2] sen? + cos®=1 cos = 0 nesse intervalo
b sec(arctan x) = V(1+x?) (-n/2,1/2) 1 + tan® = sec? cos > 0, logo sec >0
c cos(2 arcsenx) = 1 - 2x? [-1t/2, /2] cos 20 =1 - 2sen?0 ndo ha raiz: ndo ha sinal a escolher
d tan(arcsen x) = X/\/(l—Xz) (-m/2,m/2) tan = sen/cos e o item (a) | usa o cosseno positivo do item (a)
e sen(arccotx) = 1/V(1+x?) | (0,m) 1 + cot? = cossec? sen > 0 em (0, )

No item (c), note que a férmula do arco duplo cos(26) = 1 - 2sen?0 resolve tudo de imediato: como sen 6 = x, vem 1 - 2x%. E o
Unico dos cinco que ndo precisa de escolha de sinal.

No item (d), a restricdo -1 < x < 1 é estrita porque em x = +1 0 denominador \/(1—x2) zeraria. E a mesma regra de sempre: raiz no
denominador exige radicando estritamente positivo.

Grau 5
# Funcio Condicgdes Dominio
a cosx/ (1-senx) 1-senx#0=>senx#1 R-{m/2+2km}
b 1/(1-tanx) tan x definida E tanx # 1 R-{m/2+kn}-{n/4+kn}
c In(arccos x) x€[-1,1] Earccosx>0=>x#1 [-1,1)
d arccos(Vx - 1) x=0E-1<Vx-1<1=0<vVx<2 [0, 4]
1 + e-senx nenhuma, exponencial aceita tudo R
f sen(e*-1) nenhuma, seno aceita qualquer angulo R
0S DOIS QUE ENSINAM

(c), o logaritmo exige arccos x > 0, estritamente. Como arccos x sé vale zero em x = 1, basta furar esse ponto.
Repare que o dominio fica [-1, 1), fechado de um lado e aberto do outro, assimetria que vem de duas condi¢des
diferentes.

(d), condigio dupla: o Vx pede x = 0, e 0 arccos pede que o argumento esteja em [-1,1]. De -1 <vVx -1 <1 vem
0 <Vx < 2, e elevando ao quadrado, 0 < x < 4. As duas condi¢des se combinam por interse¢io.

Grau 6

(1) sen( arccos x)
Dominio: x € [-1, 1], porque é o dominio do arccos e o seno aceita qualquer angulo.
Imagem: arccos x percorre [0, T]; nesse intervalo o seno vai de 0 a 1 e volta a 0, sempre nio negativo. Im = [0, 1].

Prova: seja 0 = arccos x. Entdo cos 0 = x e 0 € [0, 1t]. Da relacio fundamental, sen?6 = 1 - x2, logo sen 8 = +V/(1 - x?).
Como 6 € [0, 1], 0 seno é ndo negativo, logo sen 0 = +V/(1 - x?).

0 PARALELO E EXATO

A prova é a mesma do item (e), com os papéis trocados: 1a o intervalo era [-1/2, t/2] e quem era ndo negativo
era o cosseno; aqui o intervalo é [0, t] e quem é ndo negativo é o seno.

Curiosidade: as duas composicdes dio a MESMA férmula, V(1 - x2), embora sejam funcdes diferentes por
construcao.

(2) tan( arcsenx)

Pelo Grau 4, item (d), tan(arcsen x) = x/V(1 - x?). 0 denominador nio pode zerar, e ele zera em x = +1. Portanto:

D=(-1,1) e nao [-1,1]

A explicacdo: em x = 1 o arcsen devolve £m/2, e a tangente ndo existe nesses angulos, porque 14 o cosseno vale zero.
A imagem é R inteiro.



(3) cos( arcsen(?) )

Pelo dngulo: arcsen(g) =1/4, e cos(m/4) = g

Pela identidade: V(1 - (g)z) =V - %) = \/(%) = g Confere.
(4) v(1+x?)

Condigdo: 1 + x? = 0. Como x* = 0 para todo x real, a soma 1 + x* é sempre maior ou igual a 1, nunca negativa. A
condicdo vale sempre.

D=R

A diferenca em relacio ao item (g) da prova é o sinal do termo em x*. Em 1 - x?, o quadrado SUBTRAI e acaba
vencendo o 1 quando |x| > 1, tornando o radicando negativo. Em 1 + x?, 0 quadrado SOMA e s6 reforca a positividade.
Um sinal, e o dominio passa de [-1,1] para R inteiro.

E por isso que a identidade sec(arctan x) = V(1 + x?), do Grau 4(b), vale para todo x real, coerente com o fato de o arctan aceitar
qualquer entrada.

FECHAMENTO, O mapa dos cinco mddulos e o plano até 17 de setembro

O que esta pronto

Documento Problema Assunto central
Caderno de Aula, 10/08 , a aula de inequagdes do 22 grau, reconstruida
Moédulo 1 Problema 1 conjuntos, sinais, intervalos, De Morgan
Médulo 2 Problema 2 funcdo racional, composi¢do, dominio
Complemento aos Mdédulos 1 e 2 , valor absoluto, fung¢des por partes
Moédulo 3 Problema 3 logaritmos, base variavel, mudanga de base
Moédulo 4 Problema 4 exponencial, paridade, graficos
Moédulo 5 Problema 5 trigonometria e fungdes inversas

O que os cinco problemas tém em comum
Vale terminar registrando o padrao, porque ele é a melhor cola mental para o dia da prova:

1. TODOS terminam em dominio, sinal ou intervalo. A maquina do Médulo 1, pontos-chave na reta, sinal em cada
trecho, bolinha certa nas pontas, é usada nos cinco.

2. TODOS tém um item que pede justificativa, ndo conta. E é sempre nele que esta a maior parte da nota.

3. TODOS tém uma condi¢do de existéncia no meio: denominador # 0 (Problema 2), logaritmando > 0 (Problema 3),
radicando = 0 (Problemas 1 e 5), base valida (Problemas 3 e 4).

4. TODOS tém ao menos um item que serve para CONFERIR outro. Use essas conferéncias: elas avisam do erro ainda
durante a apresentacio.

O plano dos dias que restam, revisto em 7 de setembro

Periodo 0 que fazer

Seg 07/09, hoje A P1 de Geometria é sexta, 11/09, e vem primeiro. Hoje, aqui, s6 40 minutos: leia
o Cartdo de bolso inteiro e passe os olhos no Médulo 1 (conjuntos, sinais,
intervalos). Sem exercicios.

Ter 08 a qui 10/09 40 minutos por dia, mantendo o contetido aquecido enquanto a Geometria
consome o resto: ter¢a o Médulo 2, quarta o Médulo 3, quinta os Médulos 4 e 5.
Leitura, ndo treino.

Sex11/09 P1 de GEOMETRIA. Nada de Calculo neste dia.

Sab 12/09 Comega o treino de verdade. Problemas 1 e 2 resolvidos no papel, do zero, sem
consulta; depois conferidos contra os Médulos 1 e 2. Se o Problema 2 travar, é o
Médulo 1 que esta frouxo, volte a ele.

Dom 13/09 Problemas 3, 4 e 5 no papel, sem consulta. A noite, os CINCO em pé, numa folha




vertical ou no quadro, cronometrados em 12 minutos cada, falando em voz alta.

Seg 14/09 P1 de CALCULO, primeira data. De manh3, s6 o Cartio de bolso e a lista de erros
de cada mddulo.

Ter 15 e qua 16/09 Refaca os dois problemas que sairam pior no domingo, de novo cronometrados.
Um por dia basta.
Qui 17/09 P1 de CALCULO, segunda data.

0 FIM DE SEMANA DE 12 E 13 E 0 QUE DECIDE ESTA PROVA

0 professor ndo avalia a resolucio: avalia a APRESENTACAO. Saber resolver no papel e saber explicar no
quadro, em voz alta, com alguém olhando, sdo habilidades diferentes.

Nas palavras dele: "aprenda a resolver de uma forma tdo simples que até o seu irmao, sua irma, seu pai consiga
entender a sua explicagdo".

Apresente para alguém de casa. Se a pessoa acompanhar, o professor também vai, e é exatamente isso que ele
pediu.
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