LISTA DE EXERCICIOS DA P1, GEOMETRIA ANALITICA
Caderno de resolugdes - Volume 1

Vetores, norma e produto escalar

Capitulo 2 (exercicios 1 a 15) e Capitulo 3 (exercicios 1 a 41), resolvidos passo a passo

Guia da P1 - Autor: Ulysses Cesar - Curso de Engenharia Civil

0 QUE E ESTE CADERNO

A Lista de Exercicios para a P1 que o professor postou no Classroom é um recorte dos "Problemas Propostos"” do livro de
Steinbruch e Winterle: 15 exercicios do capitulo 2 e 75 do capitulo 3. O arquivo traz as respostas no fim, mas ndo traz as contas.

Este caderno traz as contas. Cada exercicio aparece com o enunciado, o método, os passos e a resposta, e a resposta foi conferida
contra o gabarito do livro, e, em seguida, recalculada de forma independente.

Volume 1 (este): capitulo 2 inteiro e capitulo 3 até o exercicio 41, vetores, norma, produto escalar, angulo e projecao.
Volume 2: capitulo 3, exercicios 42 a 75, produto vetorial, area, produto misto e volume.

DUAS CORRECOES NO GABARITO DO LIVRO
Encontradas ao refazer as contas. Nao sdo erro seu se vocé chegar a outra coisa:

Exercicio 33. O gabarito imprime (19—0) (2,1,-1). O correto é (%) (2,1, -2), a projecdo sobre v é sempre multipladev,ev=(2, 1, -2).

Exercicio 45 (Volume 2). O gabarito imprime x(3, 7, 1); a conta direta da (9, 21, 3), que é 3+(3, 7, 1). Sdo a mesma reta, mas o vetor
pedido é o segundo.

COMO USAR

Ndo leia as resolugdes antes de tentar. O ganho est4 em tentar, travar, e s entdo abrir. Se vocé ler primeiro, o exercicio vira leitura,
e leitura ndo treina execugdo, que é o que a prova mede.
Sugestdo de ritmo: cinco exercicios por sessio, tentando cada um por no maximo cinco minutos antes de abrir a resolugio.

COMO LER 0S SIMBOLOS DESTE MODULO
Nenhum simbolo aqui é decoragdo: cada um substitui uma frase inteira. Se travar na leitura de uma equacdo, volte a esta tabela.

Simbolo Lé-se 0 que é

L pi numero fixo ~ 3,1416. Razdo entre a
circunferéncia e o diametro.

R erre, conjunto dos reais todos os nimeros da reta: inteiros, fracdes e
irracionais.

0 teta letra grega. Nomeia um angulo, quase
sempre o angulo entre dois vetores.

o alfa letra grega. Angulo, normalmente o ngulo
diretor com o eixo x.

B beta letra grega. Angulo diretor com o eixo y.

gama letra grega. Angulo diretor com o eixo z.

<=

raiz quadrada pergunta qual nimero, multiplicado por ele
mesmo, da o que esta sob o trago.

vezes multiplicagdo. Usa-se o ponto para ndo
confundir com a letra x.
vezes multiplicagdo.
+ mais ou menos as duas contas valem: uma com +, outra com
# diferente de ndo é igual.
x aproximadamente igual a valor arredondado, ndo exato.
= implica se o lado esquerdo vale, entdo o direito
também vale.
= se e somente se os dois lados valem juntos: um garante o
outro, nos dois sentidos.
( produto escalar (interno), escreve-se (u, v) (u, v) multiplica coordenada por coordenada

e soma. Devolve um NUMERO. D4 zero
exatamente quando os vetores sdo
perpendiculares.
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A produto vetorial (externo), escreve-seu Av | u A vdevolve um VETOR perpendicular aos
dois. O comprimento dele é a drea do
paralelogramo.

| moédulo, ou norma, escreve-se |v| |v| é o comprimento do vetor v; |x| é a
distancia de x até zero. Nunca é negativo.

L perpendicular a formam angulo de 90°.

I paralelo a tém a mesma diregao.

€ pertence a o elemento est4 dentro do conjunto.

[} fim da demonstracio marca o ponto em que a prova terminou.

cos C0SSeno cateto adjacente dividido pela hipotenusa.

proj projecdo a sombra de um vetor na dire¢io de outro.

2 (expoente 2) ao quadrado o numero multiplicado por ele mesmo. x* é
X'X.

Ljk ijk os trés vetores de comprimento 1 que
apontam ao longo dos eixos X,y e z.

CAPITULO 2, VETORES NO PLANO E NO ESPACO

Estes quinze exercicios estdo nas paginas 37 e 38 do PDF da Lista, e o gabarito na pagina 38. Varios deles o professor resolve a
mado no PDF Anotag¢des da Aula de Revisao.

1 Extremidade de um segmento

Determinar a extremidade do segmento que representa o vetor v = (2, -5), sabendo que sua origem é o ponto A(-1, 3).

Método. Se o segmento vai de A até B e representa v, entdo AB = v, ou seja B - A = v. Isole B.

B=A+v=(-13)+(2,-5=(-1+2,3-5)

Resposta: B = (1, -2).

Confira: B- A= (1-(-1),-2-3) = (2, -5) (confere)

2 Isolar um vetor numa equacao

Dadosu = (3,-1) ev = (-1, 2), determinar w tal que:

(@) 4(u-v)+Bw=2u-w
(b) 3w - (2v - u) = 2(4w - 3u)

Método. Trate como equagdo do 12 grau, com w no lugar da incégnita. Isole w e s6 entdo substitua as coordenadas.

Item (a)

Primeiro os coeficientes. Passando os w para a esquerda e o resto para a direita:

Bw + w

Agora as coordenadas: u=(3,-1) ev= (-1,

w =

Resposta: w = (—12—5, 12—5).

Item (b)

3w —2v+u =

o=l

Resposta: w = (25—3, —%).

8w — 6u = 3w — 8w =

4
:2u—4(u—v):><§)W=2u—4u+4v=

= (Z) (—2u + 4v) = —(;)u + 3v

2).

—2u + 4v

- G) 3,—-1)+ 3(-1,2) = (‘%%) +(-3,6)

—6u —u + 2v

2)” = @ G-~ @ (-1,2) = (%_

—5w = —7u + 2v

9+ -3)

=4
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3 Combinagdes de vetores definidos por pontos
Dados A(-1, 3), B(2, 5) e C(3, -1), calcular OA - AB, OC - BC e 3BA - 4CB.

Método. OA é o vetor da origem até A, ou seja, as proprias coordenadas de A. Os demais saem de "ponta menos origem".

Vetor Conta Resultado
0A coordenadas de A (-1,3)

AB B-A=(2-(-1),5-3) (3,.2)

oC coordenadas de C (3,-1)

BC C-B=(3-2,-1-5) (1,-6)

BA A-B=(-1-2,3-5) (-3,-2)
CB B-C=(2-3,5-(-1)) (-1,6)

Agora as trés combinacdes:
OA — AB =(-1,3)-(33,2) =(—4,1)
0C — BC =(3,-1)—(1,-6) = (2,5)
3BA — 4CB = 3(—3,-2) — 4(-1,6) = (—9,—6) — (—4,24) = (-5,-30)
4 Existem escalares que ligam dois vetores?
Dadosu = (3,-4)ev = (—%, 3), verificar se existem niimeros a e b tais que u = avev = bu.
Método. Igualdade de vetores é igualdade coordenada a coordenada. Monte o sistema.

Deu=av:(3,-4) = a(—%, 3),isto é

3 (9) 4 4 3 4
= — |- —1 = —— — = —1 = ——
2 a a 3 e a a 3
As duas equagdes ddo o mesmo a. Logo a = —g existe.
De v = bu: (-2, 3) =b(3, -4), isto é
2 3b b 3 3 4b b 3
—_—_= —1 = —— = — —1 = ——
4 z ¢ 4

4 3 ~ ) Py
Resposta: a = -5 € b= - Os vetores sdo paralelos, e cada um é multiplo do outro.

5 Escrever um vetor como combinacdo de outros dois
Dadosu = (2,-4),v=(-5 1) ew = (-12, 6), determinar k; e k, tais que w = kyu + k,v.
Método. Escreva a igualdade em coordenadas e resolva o sistema 2x2.
(=12,6) = kyig-a) + kys51) = 2k, — 5k, —4k, + k)
Sistema:
2k, — 5k, = =12 e —4k;+ k, =6
Da segunda: k; = 6 + 4k;. Substituindo na primeira:
2k, — 5(6 + 4k,) = —12 = 2k;— 30 — 20k, = —12 = —-18k; = 18 = k,; = —1

Eentdok, =6 +4(-1) = 2.
Resposta: k; = -1 ek, = 2.
6 Achar um ponto a partir de uma igualdade de vetores
Dados A(-1, 3), B(1, 0), C(2, -1), determinar D tal que DC = BA.
Método. Escreva os dois vetores e iguale. Cuidado: em DC, 0 D é a origem, entdo DC=C - D.

BA=A-B=(-1-13-0)=(-2,3)

DC =C - D =(2 - x(D),—-1 — y(D))

Igualando:
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2 - x(D)= -2 = x(D) = 4

Resposta: D = (4, -4).

-1 -yD)=3 = y(D)= -4

ESTE E UM DOS EXERCICIOS RESOLVIDOS A MAO PELO PROFESSOR

Na pégina 1 das Anotacdes da Aula de Revisdo ele faz exatamente esta conta, e escreve ao lado, em azul: "ponto < par ordenado”. E

o aviso de que D é um ponto, mas entra na conta como par ordenado.

7 Ponto médio, sem usar a formula do ponto médio
Dados A(2, -3, 1) e B(4, 5, -2), determinar o ponto P tal que AP = PB.

Método. Chame P = (¥, y, z), monte os dois vetores e iguale coordenada a coordenada.

AP =P -A=x-2y+3,z-—1)PB =B - P =@4—-x,-5-y,—-2—12)

Equacio Resolvendo Resultado
Xx-2=4-x 2x=6 x=3
y+3=-5-y 2y=-8 y=-4
z-1=-2-z 2z=-1 z:—%

Resposta: P = (3, -4, —%).

Observagdo: P é o ponto médio de AB, o que era esperado, ja que o deslocamento de A até P é igual ao de P até B.

8 Multiplo de um vetor entre pontos
Dados A(-1, 2, 3) e B(4, -2, 0), determinar P tal que AP = 3AB.
Método. Isole P: se P - A=3(B - A),entdio P=A + 3(B - A).
AB = B — A =(5,—4,-3)34B = (15,—12,-9)
P = A + 34B =(-1,2,3) 4+ (15,—12,-9)
Resposta: P = (14, -10, -6).

9 Equacao vetorial simples
Determinar v sabendo que (3,7,1) + 2v = (6,10, 4) - v.
Método. Junte os v de um lado.
2v +v =(6,10,4) - (3,7,1) = 3v =(3,3,3)
Resposta:v=(1,1, 1).

10 Combinacao linear no espaco
Encontrar a;j e a, tais que w = a;v; + azvz, sendo vy = (1,-2,1), v, = (2,0, -4) e w = (-4, -4, 14).
Método. Sistema com trés equagdes e duas incégnitas. Use as duas mais simples e confira na terceira.

(—4,—4,14) = A1(1,-2,1) T A2(2,0,-4)

Coordenada Equacio
X a, +2a,=-4
y -2a;=-4
Z a;—4a,=14

Conferindonadez:2-4(-3)=2+12=14

Resposta:a; =2 ea, = -3.

11 Paralelismo com incégnitas

Da equacdo de y: a; = 2. Substituindo na de x: 2 + 2a, =

(confere)

4':32:—3.

Determinar a e b de modo que u = (4, 1, -3) e v = (6, a, b) sejam paralelos.

Método. Paralelos < coordenadas proporcionais. Monte a cadeia de razoes.
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Da primeira igualdade: 4a=6 = a = g

Da segunda: 4b =6:(-3)=-18 =b = —;

3 9
Resposta: a = € b= -

12 Pontos colineares
Verificar se sdo colineares os pontos: (a) A(-1, -5,0), B(2, 1, 3), C(-2,-7,-1); (b) A(2, 1, -1), B(3, -1, 0), C(1, 0, 4).

Método. A, B e C sdo colineares < AB Il BC. Teste a proporcionalidade por multiplicagcdo cruzada, que ndo quebra se alguma
coordenada for zero.

Item (a)

AB =B - A =(3,63)BC =C — B =(—4,-8,—-4)
Cruzando os dois primeiros pares: 3:(-8) = -24 e 6-(-4) = -24. Iguais. E o terceiro par confirma. Alias, BC = —(E)-AB.
Resposta (a): sim, sdo colineares.

Item (b)
AB =B —-A=(1,-2,1)BC =C — B =(-2,1,4)
Cruzando: 1-1 = 1 e (-2)+(-2) = 4. Diferentes.

Resposta (b): ndo sdo colineares.

13 Colinearidade com incégnitas
Calcular a e b de modo que sejam colineares os pontos A(3, 1, -2), B(1, 5, 1) e C(a, b, 7).
Método. Monte AB e BC e imponha proporcionalidade. A coordenada z é a inica totalmente conhecida nos dois, comece por ela.
AB =B —-A=(-243BC=C—-B=(a—-1b-5,6)

Pela terceira coordenada, a razio é S =2.Logo BC = 2-AB:

a-1=2-(-2)=-4 = a=-3

b-5=2-4=8 = b =13

Resposta:a=-3eb=13.

14 Provar que quatro pontos formam um paralelogramo
Mostrar que A(4, 0, 1), B(5, 1, 3), C(3, 2, 5) e D(2, 1, 3) sdo vértices de um paralelogramo.

Método. Um quadrilatero é paralelogramo quando um par de lados opostos é paralelo e de mesmo comprimento, o que, em
vetores, é simplesmente AB = DC.

AB=B—-A4=(5-41-03-1)=(1,1,2)
DC=C—-D=03-22-15-3)=(1,1,2)
Como AB = DC, os lados AB e DC sdo paralelos e tém o mesmo comprimento. Logo ABCD é um paralelogramo. i
Observagdo: provar com um par de lados basta; ndo é preciso testar o outro par.
15 Ponto simétrico
Determinar o simétrico do ponto P(3, 1, -2) em relagdo ao ponto A(-1, 0, -3).
Método. "Simétrico em relagio a A" significa que A é o ponto médio entre P e o simétrico P’. Entdo A = P+TP’, e portanto P’ = 2A
-P.
P'=2(-1,0,-3)—-(3,1,-2) =(—2,0,—6) — (3,1,—-2)
Resposta: P’ = (-5, -1, -4).
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CAPITULO 3, PRODUTOS DE VETORES (EXERCICIOS 1 A 41)

Do exercicio 1 ao 41 o assunto é produto escalar: norma, angulo, ortogonalidade, cossenos diretores e projecdo. Estio nas
paginas 91 a 93 do PDF da Lista; o gabarito, nas paginas 97 e 98.
1 Equacdo com produto escalar e incognita
Dadosu = (1,a,-2a-1),v=(a,a-1,1)ew = (a, -1, 1), determinar a de modo que (u, v)= (u+v, w).
Método. Calcule os dois lados em funcdo de a e iguale.
Lado esquerdo:
wvy=1-a+ala-1)+(-2a-1)1=a+a>—a—-2a—-1=a*-2a-1
Lado direito. Primeiro u + v = (1+a, 2a-1, -2a):
wu+v,wy=_0+a)a + 2a—-1D(-1D+(-2a)()=a+a*>—-2a+1—-2a=a*-3a+1
Igualando:
a?—2a—-1=a*-3a+1 = a=2

Resposta: a = 2.

2 Isolar um vetor com produto escalar dentro
Dados A(-1,0,2), B(-4, 1, 1) e C(0, 1, 3), determinar x tal que 2x - AB = x + (BC, AB)-AC.
Método. Note que (BC, AB) é um niimero, ndo um vetor. Isole x normalmente.

2x — x = AB + (BC,AB)-AC = «x = AB + (BC,AB)-AC

Os vetores:
AB =(-3,1,-1)BC =(4,0,2)AC =(1,1,1)
0 escalar:
(BC,AB) = 4(-3)+ 0()+ 2(-1) = -12 — 2 = —14
Substituindo:

x =(-3,1,-1) — 14(1,1,1) = (-3 - 14,1 — 14,—1 — 14)
Resposta: x = (-17,-13, -15).
3 Equacao vetorial

Determinar v sabendo que (3, 7, 1) + 2v = (6,10, 4) - v.

E 0 mesmo exercicio 9 do capitulo 2. Resposta: v = (1, 1, 1).

4 Versor de uma combinac¢ao
Dados A(1, 2, 3), B(-6, -2, 3) e C(1, 2, 1), determinar o versor do vetor 3BA - 2BC.
Método. Monte o vetor, calcule a norma, divida.
BA =A - B =(7,40)BC = C — B =(7,4,-2)
3BA — 2BC =(21,12,0) — (14,8,—4) = (7,4,4)
|7,4,4| = V49 + 16 + 16 = V81 = 9

7 4 4
Resposta: versor = (g, ;, ).

5 Verificar se sido unitarios

Verificar se sdo unitdriosu=(1,1,1)ev = (\/ig, -%, \/ig].

lul=vVi+14+1=+v3~ 1,73 = 1

’ 4 6
[v] s ﬂ Vi
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Resposta: u nao é unitario; v é unitario.
6 Achar a coordenada que torna o vetor unitario
Determinar n para que v = (n, g g) seja unitdrio.

L A 16 205
LT T = 25 25 &5

w|G
&l -
ol

Resposta:n =+

7 Norma dada, com incégnita
Sejav = (m+7)i + (m+2)j + 5k. Calcular m para que [v| = \/38.
Método. Eleve os dois lados ao quadrado, some sempre isso antes de qualquer coisa, para eliminar a raiz.
m+7)?+(@m+2)*+ 25 = 38
m*+ 14m + 49 + m*+ 4m + 4 + 25 =38 = 2m*+ 18m + 40 =0 = m?+ 9m + 20 = 0

Discriminante: 81 - 80 = 1. Raizes: m = _9; L

Resposta: m = -4 ou m = -5.

8 Norma de uma combinac¢io, com incognita
Dados A(1, 0,-1), B(4, 2, 1) e C(1, 2, 0), determinar m para que [v] = 7, sendo v = mAC + BC.
AC =C — A =(0,21)BC =C —-B =(-3,0-1)
v = m(0,2,1) + (-3,0,—1) = (-3,2m,m —1)
9+4m?+(m—-1)?%=49 = 9+ 4m?+ m>—-2m+ 1 =49 = 5m?—2m — 39 =0

Discriminante: 4 + 780 = 784 = 282, Raizes: m = fozs'

13
Resposta:m=3 oum = -5

9 Distancia entre pontos com incognita
Dados A(3, m-1, -4) e B(8, 2m~1, m), determinar m de modo que [AB| = \/35.
AB = B — A =(5,mm+4)
25+ m?+(m+4)?=35 = 25+ m?*+ m?*+8m+ 16 =35 = 2m*+8m+ 6 =0 = m?*+ 4m+ 3 =0

Resposta:m = -1 oum=-3.

10 Perimetro de um triangulo
Calcular o perimetro do tridngulo de vértices A(0, 1, 2), B(-1, 0, -1) e C(2, -1, 0).

Método. Perimetro é a soma das trés normas.

Lado Vetor Conta Medida
AB (-1,-1,-3) V(1+1+9) Vi1

BC (3,-1,1) V(9+1+1) V11

AC (2,-2,-2) V(4+4+4) V12=2v3

Resposta: perimetro = 2\/11 + 2\/3 = 2(\/11 + \/3) % 10,10.

11 Ponto do eixo x equidistante de dois pontos
Obter um ponto P do eixo das abscissas equidistante dos pontos A(2,-3,1) e B(-2, 1, -1).
Método. P estd no eixo x, logo P = (x, 0, 0). Iguale as distidncias ao quadrado, evita raizes.
x=22+9+1=x+2?+1+1
X2 —4x + 4+ 10 = x*+ 4x + 4 + 2
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Agora cancele o que aparece idéntico nos dois lados: o x* e o +4. Sobra:
—4x + 10 =4x +2 = 10— 2 =4x + 4x = 8x =8
Resposta: P = (1, 0, 0).

12 Angulo interno de um triangulo
Seja o tridngulo de vértices A(-1, -2, 4), B(-4, -2, 0) e C(3, -2, 1). Determinar o dngulo interno ao vértice B.
Método. Os dois vetores tém de sair de B: use BA e BC, e ndo AB e BC.
BA=A-B=(3,04BC =C—-B =(7,01)
(BA,BC)= 21+ 0+ 4 = 25
IBA|= V9+16=5 |BC|=+v49+1= V50= 5V2
cosfo_ 3 __ B _1_2
5-5V2 25V2 V2 o2
Resposta: B = 45°.

13 Produto escalar num triangulo equilatero
A, Be Csdo vértices de um tridngulo equildtero de lado 10 cm. Calcular (AB, AC).

Método. Nio ha coordenadas. Use a formula geométrica: num equilatero, todos os dngulos internos valem 60°, e os lados valem
10.

1
(AB,AC) = |AB| - ]AC| - cos60° = 10 - 10 (E)
Resposta: 50.

14 Soma de trés produtos escalares num triangulo retangulo

Os lados de um tridngulo retangulo ABC (reto em A) medem 5, 12 e 13. Calcular (AB, AC) + (BA, BC) + (CA, CB).

Método. Trate uma parcela de cada vez, usando o angulo de cada vértice.

Em A: o angulo é reto, logo (AB, AC) = 0.

Em B: (BA, BC) = |BA|-|BC|-cos B. Mas |BA|-cos B é a projecio do cateto BA sobre a hipotenusa BC, que vale... mais simples é
usar o tridngulo: como o angulo reto esta em A, os catetos sdo AB=15 e AC = 12 (ou vice-versa), e a hipotenusa é BC = 13. Entdo
cos B = cateto adjacente / hipotenusa = % e:

5
(BA,BC)= 5 - 13 (E) = 25

A 12
Em C: cosC=E,e

12
(CA,CB) = 12 - 13 (ﬁ) = 144

Resposta: 0 + 25 + 144 = 169.

Observacdo elegante: 169 = 132, 0 quadrado da hipotenusa. Ndo é coincidéncia, é o Teorema de Pitdgoras aparecendo de novo.

15 Os trés angulos de um triangulo
Determinar os dngulos do tridngulo de vértices A(2, 1, 3), B(1, 0, -1) e C(-1, 2, 1).

Método. Um angulo por vértice, sempre com os dois vetores saindo dele.

Vértice Vetores Produto escalar Normas cos
A AB=(-1,-1,-4),AC= 3-1+8=10 Vige14 10
(-3,1,-2) 3_m
B BA=(1,1,4),BC=(-222) | -2+2+8=8 Vi8e 12 26
9
c CA=(3-12),CB= 6+2-4=4 Videv12 2
(2,-2,-2) N
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Resposta:

A = arc cos [ 50,95°

10 4
3«/ﬁ] -
B = arc cos [%E] % 57,02°

A 2 °

C=arccos [ﬁ] ~ 72,02

Confira: 50,95 + 57,02 + 72,02 = 180° (confere), sempre faga essa soma.

16 Angulo dado, incégnita no vetor
Sabendo que o dngulo entreu =(2,1,-1)ev = (1, -1, m+2) é n/3, determinar m.

Método. t/3 = 60°, e cos 60° = ; Monte a equacdo e eleve ao quadrado.

wry=2-1-(m+2)=-m-1

lul=v6 |vl=J1+1+m+2)2=+m?+4m + 6
-m-—1 _1
[\/E-Vm2+4m+6]_2

Elevando ao quadrado: 4(m+1)% = 6(m? + 4m + 6), ou seja 4m? + 8m + 4 = 6m? + 24m + 36, isto é 2m? + 16m + 32 = 0, ou m? +
8m + 16 = 0, cuja raiz dupla é m = -4.

Verificando o sinal (elevar ao quadrado pode criar solugdo falsa): com m = -4, (u,v) = -(-4) - 1 = 3 > 0, coerente com cos 60° >
0. (confere)

Resposta: m = —4.

17 Angulo com um vetor da base
Calcular n para que seja de 30° o dngulo entreu = (1,n, 2) ej.

Método. j = (0, 1, 0). O produto escalar com j simplesmente extrai a coordenada y.

wj=n |ul=yn2+5]jl=1
V3

=cos30° =—

n
Vn2 +5 2

Elevando ao quadrado: 4n? = 3(n? + 5) = n? = 15.

Resposta:n=* \/15. (A rigor, s6 n = +vV15 d4 angulo de 30°% n = —V15 d 150°. O gabarito do livro traz os dois.)

18 Ortogonalidade com parametro
Dadosa=(2,1,a),b=(a+2,-5 2)ec=(2a 8 a), determinar a para que a + b seja ortogonal a c - a.
a+b=(@+4,-4a+2)c —a=Q2a-2,70)
Impondo produto escalar nulo:
(@+4)Ra-2)+ ()M + (@+2)(0)=0
202+ 6a — 8 —28=0 = 2a*’+6a —36=0 = a’+3a — 18 =0

-3+9

Discriminante: 9 + 72 = 81. Raizes: a =
Resposta:a =3 ou a = -6.
19 Vetor paralelo com produto escalar dado
Determinar v, paralelo a u = (1, -1, 2), tal que (v, u)=-18.
Método. Paralelo significa v = k-u. Substitua e ache k.

k-uuy=k-lu?=%k-6 =-18 = k = -3
Resposta: v=-3(1, -1, 2) = (-3, 3, -6).

LISTA DE EXERCICIOS DA P1, GEOMETRIA ANALITICA, Caderno de resolugdes - Volume 1 - 9



20 Ortogonal a um, colinear a outro
Determinar v ortogonal a u = (2, -3, -12) e colinear aw = (-6, 4, -2).
Método. Colinear a w significa v = t-w. Impor ortogonalidade a u da (t-w, u) = t«(w, u) = 0.
Mas repare:
wu)=0-6)2)+@D(-3)+(-2)(-12)= -12 - 12+ 24 =0
Ou seja, w ja é ortogonal a u. Logo a condic¢do vale para qualquer t, e ha infinitas solugoes.

Resposta: v =t(3, -2, 1), com t € R (usando o vetor (3, -2, 1), que é -% de w e aponta na mesma direc¢io).

21 Colinear com produto escalar dado
Determinar v, colinear a u = (-4, 2, 6), tal que (v, w)=-12, sendo w = (-1, 4, 2).
v = k(—4,2,6)

(v,w) = k[(-)(D+2)D)+(6)(2)] = k(4 + 8 + 12) = 24k = 12 = k = —%

Resposta: v = -12(-4, 2, 6) = (2, -1, -3).
22 Provar que um triangulo é retangulo
Provar que A(5, 1, 5), B(4, 3, 2) e C(-3, -2, 1) sdo vértices de um tridngulo retdngulo.
Método. Teste os produtos escalares nos trés vértices até um dar zero.
BA=A-B =(1,-23)BC =C—-B =(-7,-5-1)
(BA,BC) =N+ (2)(-5)+B3)(-1)=-74+10-3 =0

Produto escalar nulo = BA L BC = o angulo em B é reto. Logo o tridngulo é retangulo. i

ESTE E 0 IRMAO GEMEO DA QUESTAO 2 DA PROVA
Mesma estrutura, nimeros diferentes. Se vocé fizer este exercicio com fluéncia, a questio 2 da P1 sai em menos de doze minutos.

Diferenca: aqui sé se pede a prova; na prova o professor ainda pede as normas, Pitdgoras, a area pelos catetos e a drea pelo produto
vetorial.

23 Ortogonalidade com parametro
Qual o valor de a para que a = ai + 5j - 4k e b = (a+1)i + 2j + 4k sejam ortogonais?

(a,b) = a(a+1)+ 10 — 16 = a’+a -6 =0

. , -1%5
Discriminante: 1 + 24 = 25. Raizes: a = -

Resposta:a =2 ou o =-3.

24 Existe angulo reto?
Verificar se existe dngulo reto no tridngulo ABC, sendo A(2, 1, 3), B(3, 3, 5) e C(0, 4, 1).

Método. Teste os trés vértices, sempre com os vetores saindo do vértice.

Vértice Vetores Produto escalar
A AB=(1,2,2),AC=(-2,3,-2) 2+6-4=0

B BA=(-1,-2,-2),BC=(-3,1,-4) 3-2+8=9

C CA=(2,-3,2),CB=(3,-1,4) 6+3+8=17

Resposta: sim, o angulo reto esta no vértice A.

25 Angulos diretores possiveis?
Os dngulos diretores de um vetor podem ser 45°, 60° e 90°? Justificar.

Método. Os cossenos diretores sempre satisfazem cos?a + cos?p + cos?y = 1 (porque sdo as coordenadas de um versor). Teste.

V2\© 102 11 3
cos*245° + cos?%® ° + cos?? ° =<7> +<5) +02=§+Z+0=Z
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3 -
Como " # 1, ndo podem. i

Resposta: nao.

26 Achar o terceiro angulo diretor

Os dngulos diretores de um vetor sdo 45°, 60° e y. Determinary.

=+
N R

E+Z+COSZV =1 = cos? =- = cosy=

Resposta: y = 60° ouy = 120°.

27 Vetor com trés condicoes

Determinar v, sabendo que [v| = 5, v é ortogonal ao eixo Oz, (v, w)=6ew = 2j + 3k.
Método. Traduza cada condi¢do numa equagio.

e Ortogonal a Oz significa (v, k) = 0, ou sejaz = 0. Logo v = (%, y, 0).

e (v,wy=6comw=(0,2,3):2y=6=y=3.

o |[v]=5:x*+9=25=x*=16 = x = %4.

Resposta: v = (4, 3, 0) ouv = (-4, 3, 0).

28 Vetor a partir de dois cossenos diretores

Sabe-se que [v| =2, cos a = ; ecosf= —%. Determinar v.

Método. As coordenadas sdo |v| vezes os cossenos diretores. O terceiro sai da identidade.

SREPRES SIS S S V1T
ST T AT Te 16 YT Ay
1 1 11

v = 2-(cosa,cosB,cosy) = 2-(5,—Z,iT>

Resposta: v= (1, -%, + ?).

29 Unitario ortogonal a um vetor dado
Determinar um vetor unitdrio ortogonalav = (2, -1, 1).
Método. Ha infinitas solu¢des. Escolha um vetor simples que anule o produto escalar e normalize. Tomando a primeira

coordenada zero: (0, y, z), (2,-1,1)) =-y + z= 0 = y = z. Escolha (0, 1, 1).
|0; 15 1| = \/E

s gros 1 1
Resposta (uma entre infinitas): (0, Nei \/_E)'
30 Vetor de modulo dado, paralelo a outro
Determinar um vetor de médulo 5 paralelo ao vetorv = (1, -1, 2).

Método. Versor, depois multiplica pelo médulo pedido.

lv] = V6 wversor = (\/1_8_%%)
5 5 10
5-versor = (ﬁ'_ﬁ‘ﬁ>

5 5 10 L " " . . .
Resposta: + (\/_E' 7 J_E)’ os dois sinais valem, porque "paralelo” admite os dois sentidos.

- =
c\l|c\\

Racionalizando, que é como a resposta deve ser entregue (Mddulo 0, secdo B.3): multiplique cada coordenada por V6,
lembrando que V6-v6 = 6.

5 5/6 10 10vV6 5V6

V6 6 J6 6 3
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5V6 5V6 5V6 . . . .
' e’ 3 ). O gabarito do livro para na forma anterior; as duas valem, mas esta é a que segue a

Forma racionalizada: # ( p

convenc¢ao.

31 Ortogonal a dois, com médulo e sentido dados
Ovetorvéortogonalau = (2,-1,3)ew = (1,0, -2) e forma dngulo agudo com j. Calcular v, sabendo que [v| = 3\/6.

Método. Um vetor ortogonal a dois vetores é o produto vetorial deles (Mddulo 3 do Guia). Depois ajusta-se o mddulo e o
sentido.

uAw=lijk;2-13;10-2|=(2,7,1)
lu Awl=+V4+ 49 + 1= V54 = 3V6

0 mddulo ja é exatamente o pedido. E a segunda coordenada é 7 > 0, logo o angulo com j é agudo, a condicdo estd satisfeita sem
trocar o sinal.

Resposta:v=(2,7,1).

32 Vetor com duas condicoes de produto escalar
Determinar v, ortogonal ao eixo Oz, que satisfaz (v, v;)=10e (v, v;)=-5,sendov, = (2,3, -1) ev, =(1,-1, 2).
Método. Ortogonal a 0z = z = 0, logo v = (x, y, 0). Monte o sistema 2x2.
2x +3y =10 e x-—y = -5
Da segunda: x =y - 5. Substituindo: 2(y-5) +3y =10 = 5y =20 = y=4,ex=-1.
Resposta: v= (-1, 4, 0).
33 Vetor projecao
Determinar o vetor projecdo do vetor u = (1, 2, -3) na diregcdo dev = (2, 1, -2).
Método. Férmula da proje¢do, com |v|? no denominador.

wry=2+2+6=10 [v|?=4+1+4=09

projis 1 = () @12

Resposta: (?, 19—0, —?), ou seja (19—0) 2,1,-2).

0 GABARITO DO LIVRO ESTA ERRADO NESTE

Ele imprime (?) (2,1,-1).0 correto é (?)(2, 1, -2): a projegio sobre v é sempre um multiplo de v, e v= (2, 1, -2). E erro de

digitacdo do livro.

34 Comprimento de uma projec¢do sobre um eixo

Qual o comprimento do vetor projecdo de u = (3, 5, 2) sobre o eixo dos x?

Método. Projetar sobre o eixo x é projetar sobre i = (1, 0, 0), e isso simplesmente extrai a primeira coordenada.
proji yu = (wi)- i = 3i =(3,0,0)

Resposta: 3.

35 Cossenos diretores do vetor oposto
Se AB tem cossenos diretores p, q, r e dngulos diretores a, B, y, quais sdo os cossenos e os dngulos diretores de BA?

Método. BA = —AB. Multiplicar por -1 troca o sinal de todas as coordenadas, logo troca o sinal de todos os cossenos diretores. E
cos(180° - 6) = —cos 6.

Resposta: os cossenos diretores de BA sdo -p, —q, -1, e os dngulos diretores sao n-a, -, m-y.

36 Demonstra¢ao: soma ortogonal a diferenca
Mostrar que, se u + v é ortogonal a u - v, entdo [uf = |v/.

Demonstracao.
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Por hipétese, (u + v, u - v) = 0. Abrindo pela distributiva:
(w,u) — (W, v)+ (v,u) — (v,v) = 0
Como o produto escalar é comutativo, (u,v) = (v,u) e os dois termos do meio se cancelam:
wu)— (v,v)y=0 = |ul?= |v|?
E como normas sdo ndo negativas, |u| = |v|. B
Leitura geométrica: u + v e u — v sdo as duas diagonais do paralelogramo formado por u e v. As diagonais s6 sdo

perpendiculares quando o paralelogramo é um losango, isto é, quando os lados tém o mesmo comprimento.

37 Demonstrac¢ao: ortogonal a dois, ortogonal a soma
Mostrar que, se u é ortogonal a v e a w, entdo u é ortogonal a v + w.
Demonstracgao.
Por hipétese, (u, v) = 0 e (u, w) = 0. Pela distributiva:
wv +wy= uv)+ uw)=0+0=20

Logo u é ortogonalav +w. i

38 Mdédulo da soma e da diferenca, sem coordenadas
Calcular [u +v| e [u - v/[, sabendo que [u] =4, [v] =3 e 0 dngulo entre u e v é de 60°.
Método. Eleve ao quadrado e abra usando (v,v) = |v|%

Primeiro o produto escalar: (u,v) =4 -3 -cos 60°=12-% = 6.

16 + 12 + 9
16 — 12 + 9

37
13

lu +v|? = |ul®> + 2(u,v) + |v|?

[ul?> = 2(u,v) + |v|?

lu—vl|?
Resposta: |u + v| = \/37 elu-v|= \/13.
39 Produto escalar de combinagdes
Sabendo que [u] =2, |[v] = 3 e que u e v formam dngulo de 3n/4 rad, determinar [2u - v, u - 2v)|.
Método. Abra pela distributiva e substitua.

3m/4 = 135°, e cos 135° = -2 Entdo:

(u,v)y=2 -3 -<——

Abrindo:
2u — v,u — 2v) = 2(u,u) — 4u,v)— (v,u) + 2(v,v) = 2|ul?> — 5(u,v) + 2|v|?
= 2(4)— 5(=3V2) + 2(9) = 8 + 15V2+ 18 = 26 + 15V2
Como 26 + 15v2 > 0, o m6dulo ndo muda nada.
Resposta: 26 + 151/2 = 47,21.

40 Aidentidade da questio 4 da prova
Determinar (u,v)+ (uw)+ {,w), sabendo queu+v+w =0, ul =2, [v[=3e|w|= \/5.
Método. Este é o exercicio mais importante da lista para a P1. Faga-o das duas maneiras.
Caminho 1, a demonstra¢do do zero
Como u +v + w = 0, 0 quadrado da norma dessa soma é zero:
lu+v+wPP=@+tv+wut+tv+w)=0

Abrindo pela distributiva, com os termos cruzados aparecendo duas vezes cada:

[ul2 + [v]? + Wl + 2((u,v) + (w,w) + (v,w)) = 0

Isolando:
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(w,v) + (ww) + (v,w) = =%([ul* + [v|* + |w[?)
Caminho 2, substituindo os nimeros
= 1 (22+ 32+ (V) ) = %4 + 9 + 5) = ~(18)

Resposta: -9.

ESTE EXERCICIO E O ITEM (I) DA QUESTAO 4 DA PROVA

A identidade que vocé acabou de deduzir no Caminho 1 é exatamente a identidade (I) que o item (i) da questdo 4 manda provar, s6
que la os vetores sdo genéricos, e aqui vém com numeros.

Faca este exercicio duas vezes. Na segunda, escreva s6 a dedugdo, sem nimeros. Isso é o item (i), pronto.

41 Vetor ortogonal a dois, com mddulo e sentido
Ovetorvéortogonalaa = (1,2,0)eb = (1,4, 3) e forma dngulo agudo com o eixo dos x. Determinar v, sabendo que [v| = 14.
Método. Produto vetorial, depois ajusta mddulo e sinal.
aAb=|ijk;120;143|=1(6,-3,2)
la Abl=+36+9 +4=+49=7

Para moédulo 14, basta dobrar:

v = 2(6,-3,2) = (12,—6,4)
A primeira coordenada é 12 > 0, logo o 4ngulo com o eixo x é agudo. (confere)

Resposta: v= (12, -6, 4).

TABELA DE RESPOSTAS, CONFERENCIA RAPIDA

Cap. 2 Resposta Cap. 2 Resposta
1 (1,-2) 9 (1,11
2a (_E' E) 10 a;=2,a,=-3
22
2b E - 11 a=2p=-2
5’ 5 2’ 2
3 (-4,1); (2,5); (-5,-30) 12 a) sim b) ndo
4 a=-2 =3 13 a=-3,b=13
3 4
5 k;=-1,k, =2 14 AB=DC=(1,1,2)
6 D(4,-4) 15 (-5,-1,-4)
1
P(3,-4,-)
8 (14,-10,-6)
Cap. 3 Resposta Cap. 3 Resposta
1 a=2 22 (BA, BC) =0
2 (-17,-13,-15) 23 -3ou2
3 (1,1, 1) 24 angulo reto em A
4 744 25 nio
(9‘ 9’ 9)
5 u ndo; v sim 26 60° ou 120°
6 L5 27 (4,3,0) ou (-4,3,0)
T 5
7 -4 ou-5 28 1,-X +E)
» T
8 B 29 1L
3 ou S (01 N4 \/7)
9 -1ou-3 30 Y AL )
W6 V6 Ve
10 2(V11 ++/3) 31 (2,7,1)
11 P(1,0,0) 32 (-1,4,0)
12 45° 33 10 -
G2 1,-2)
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13 50 34 3
14 169 35 -p, -q, -r; T-q, T-B, T-y
15 ~50,95°; 57,02°; 72,02° 38 V37 ev13

16 m=-4 39 26 +15V2

17 +15 40 -9

18 3ou-6 41 (12,-6,4)

19 (-3,3,-6)

20 t(3,-2,1),teR

21 (2,-1,-3)

PROXIMO PASSO

Abra o Volume 2, capitulo 3, exercicios 42 a 75: produto vetorial, area, produto misto e volume. E a parte que decide as questdes 1,
2 e 3 da prova.
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    𝟏 𝟎  𝟗


  B   =   A   +   v   =  ( − 1 ,   3 ) +  ( 2 ,   − 5 ) =  ( − 1 + 2 ,   3 − 5 )


  ⅓ w   +   w   =   2 u   −   4  ( u   −   v ) ⟹  (  4 3 ) w   =   2 u   −   4 u   +   4 v   =   − 2 u   +   4 v


  w   =  (  3 4 )  ( − 2 u   +   4 v ) =   −  (  3 2 ) u   +   3 v


  w   =  (  3 4 )  ( − 2 u   +   4 v ) =   −  (  3 2 ) u   +   3 v


  w   =   −  (  3 2 )  ( 3 ,   − 1 ) +   3  ( − 1 ,   2 ) =  ( −  9 2 ,  3 2 ) +  ( − 3 ,   6 )


    𝟏 𝟓  𝟐


    𝟏 𝟓  𝟐


  3 w   −   2 v   +   u   =   8 w   −   6 u         ⟹         3 w   −   8 w   =   − 6 u   −   u   +   2 v         ⟹         − 5 w   =   − 7 u   +   2 v


  w   =  (  7 5 ) u   −  (  2 5 ) v   =  (  7 5 )  ( 3 ,   − 1 ) −  (  2 5 )  ( − 1 ,   2 ) =  (  21 5 ,   −  7 5 ) +  (  2 5 ,   −  4 5 )


  w   =  (  7 5 ) u   −  (  2 5 ) v   =  (  7 5 )  ( 3 ,   − 1 ) −  (  2 5 )  ( − 1 ,   2 ) =  (  21 5 ,   −  7 5 ) +  (  2 5 ,   −  4 5 )


    𝟐 𝟑  𝟓


    𝟏 𝟏  𝟓


  O A   −   A B   =  ( − 1 ,   3 ) −  ( 3 ,   2 ) =  ( − 4 ,   1 )


  O C   −   B C   =  ( 3 ,   − 1 ) −  ( 1 ,   − 6 ) =  ( 2 ,   5 )


  O C   −   B C   =  ( 3 ,   − 1 ) −  ( 1 ,   − 6 ) =  ( 2 ,   5 )


  3 B A   −   4 C B   =   3  ( − 3 ,   − 2 ) −   4  ( − 1 ,   6 ) =  ( − 9 ,   − 6 ) −  ( − 4 ,   24 ) =  ( − 5 ,   − 30 )


  3 B A   −   4 C B   =   3  ( − 3 ,   − 2 ) −   4  ( − 1 ,   6 ) =  ( − 9 ,   − 6 ) −  ( − 4 ,   24 ) =  ( − 5 ,   − 30 )


   9 4


   9 4


  3   =   −  (  9 4 ) a     ⟹     a   =   −  4 3           e             − 4   =   3 a     ⟹     a   =   −  4 3


    𝟒  𝟑


   9 4


  −  9 4 =   3 b     ⟹     b   =   −  3 4           e             3   =   − 4 b     ⟹     b   =   −  3 4


    𝟒  𝟑


    𝟑  𝟒


   ( − 12 ,   6 ) =     k  1  ( 2 ,   − 4 ) +     k  2  ( − 5 ,   1 ) =  ( 2   k 1 −   5   k 2 ,   − 4   k 1 +     k 2 )


  2   k 1 −   5   k 2 =   − 12         e         − 4   k 1 +     k 2 =   6


  2   k 1 −   5  ( 6   +   4   k 1 ) =   − 12     ⟹     2   k 1 −   30   −   20   k 1 =   − 12     ⟹     − 18   k 1 =   18     ⟹       k 1 =   − 1


  B A   =   A   −   B   =  ( − 1 − 1 ,   3 − 0 ) =  ( − 2 ,   3 )


  D C   =   C   −   D   =  ( 2   −   x  ( D ) ,   − 1   −   y  ( D ) )


  D C   =   C   −   D   =  ( 2   −   x  ( D ) ,   − 1   −   y  ( D ) )


  2   −   x  ( D ) =   − 2     ⟹     x  ( D ) =   4             e             − 1   −   y  ( D ) =   3     ⟹     y  ( D ) =   − 4


  A P   =   P   −   A   =  ( x − 2 ,   y + 3 ,   z − 1 ) P B   =   B   −   P   =  ( 4 − x ,   − 5 − y ,   − 2 − z )


   1 2


    𝟏  𝟐


  A B   =   B   −   A   =  ( 5 ,   − 4 ,   − 3 ) 3 A B   =  ( 15 ,   − 12 ,   − 9 )


  P   =   A   +   3 A B   =  ( − 1 ,   2 ,   3 ) +  ( 15 ,   − 12 ,   − 9 )


  P   =   A   +   3 A B   =  ( − 1 ,   2 ,   3 ) +  ( 15 ,   − 12 ,   − 9 )


  2 v   +   v   =  ( 6 ,   10 ,   4 ) −  ( 3 ,   7 ,   1 ) ⟹     3 v   =  ( 3 ,   3 ,   3 )


   ( − 4 ,   − 4 ,   14 ) =     a  1  ( 1 ,   − 2 ,   1 ) +     a  2  ( 2 ,   0 ,   − 4 )


   4 6 =  1  a =   −  3  b


    𝟑  𝟐


    𝟗  𝟐


    𝟑  𝟐


    𝟗  𝟐


  A B   =   B   −   A   =  ( 3 ,   6 ,   3 ) B C   =   C   −   B   =  ( − 4 ,   − 8 ,   − 4 )


   4 3


  A B   =   B   −   A   =  ( 1 ,   − 2 ,   1 ) B C   =   C   −   B   =  ( − 2 ,   1 ,   4 )


  A B   =   B   −   A   =  ( − 2 ,   4 ,   3 ) B C   =   C   −   B   =  ( a − 1 ,   b − 5 ,   6 )


   6 3


  a   −   1   =   2 ·  ( − 2 ) =   − 4     ⟹     a   =   − 3


  b   −   5   =   2 · 4   =   8     ⟹     b   =   13


  b   −   5   =   2 · 4   =   8     ⟹     b   =   13


  A B   =   B   −   A   =  ( 5 − 4 ,   1 − 0 ,   3 − 1 ) =  ( 1 ,   1 ,   2 )


  D C   =   C   −   D   =  ( 3 − 2 ,   2 − 1 ,   5 − 3 ) =  ( 1 ,   1 ,   2 )


  D C   =   C   −   D   =  ( 3 − 2 ,   2 − 1 ,   5 − 3 ) =  ( 1 ,   1 ,   2 )


    P   +     P ′ 2


    P ′ =   2  ( − 1 ,   0 ,   − 3 ) −  ( 3 ,   1 ,   − 2 ) =  ( − 2 ,   0 ,   − 6 ) −  ( 3 ,   1 ,   − 2 )


   ⟨ u ,   v ⟩ =   1 · a   +   a  ( a − 1 ) +  ( − 2 a − 1 ) · 1   =   a   +     a 2 −   a   −   2 a   −   1   =     a 2 −   2 a   −   1


   ⟨ u + v ,   w ⟩ =  ( 1 + a ) a   +  ( 2 a − 1 )  ( − 1 ) +  ( − 2 a )  ( 1 ) =   a   +     a 2 −   2 a   +   1   −   2 a   =     a 2 −   3 a   +   1


    a 2 −   2 a   −   1   =     a 2 −   3 a   +   1     ⟹     a   =   2


  2 x   −   x   =   A B   +    ⟨ B C ,   A B ⟩ · A C         ⟹         x   =   A B   +    ⟨ B C ,   A B ⟩ · A C


  A B   =  ( − 3 ,   1 ,   − 1 ) B C   =  ( 4 ,   0 ,   2 ) A C   =  ( 1 ,   1 ,   1 )


   ⟨ B C ,   A B ⟩ =   4  ( − 3 ) +   0  ( 1 ) +   2  ( − 1 ) =   − 12   −   2   =   − 14


  x   =  ( − 3 ,   1 ,   − 1 ) −   14  ( 1 ,   1 ,   1 ) =  ( − 3 − 14 ,   1 − 14 ,   − 1 − 14 )


  B A   =   A   −   B   =  ( 7 ,   4 ,   0 ) B C   =   C   −   B   =  ( 7 ,   4 ,   − 2 )


  3 B A   −   2 B C   =  ( 21 ,   12 ,   0 ) −  ( 14 ,   8 ,   − 4 ) =  ( 7 ,   4 ,   4 )


  3 B A   −   2 B C   =  ( 21 ,   12 ,   0 ) −  ( 14 ,   8 ,   − 4 ) =  ( 7 ,   4 ,   4 )


   | 7 ,   4 ,   4 | =    49   +   16   +   16 =    81 =   9


   | 7 ,   4 ,   4 | =    49   +   16   +   16 =    81 =   9


    𝟕  𝟗


    𝟒  𝟗


    𝟒  𝟗


   1   6


   2   6


   1   6


   | u | =    1 + 1 + 1 =    3 ≈   1 , 73   ≠   1


   | v | =     1 6 +  4 6 +  1 6 =     6 6 =    1 =   1


   | v | =     1 6 +  4 6 +  1 6 =     6 6 =    1 =   1


   2 5


   4 5


    n 2 +  4 25 +  16 25 =   1     ⟹       n 2 =   1   −  20 25 =  5 25 =  1 5


  n   =   ±  1   5 =   ±    5 5


  n   =   ±  1   5 =   ±    5 5


     𝟓  𝟓


     ( m + 7 ) 2 +    ( m + 2 ) 2 +   25   =   38


    m 2 +   14 m   +   49   +     m 2 +   4 m   +   4   +   25   =   38     ⟹     2   m 2 +   18 m   +   40   =   0     ⟹       m 2 +   9 m   +   20   =   0


    m 2 +   14 m   +   49   +     m 2 +   4 m   +   4   +   25   =   38     ⟹     2   m 2 +   18 m   +   40   =   0     ⟹       m 2 +   9 m   +   20   =   0


    − 9   ±   1 2


  A C   =   C   −   A   =  ( 0 ,   2 ,   1 ) B C   =   C   −   B   =  ( − 3 ,   0 ,   − 1 )


  v   =   m  ( 0 ,   2 ,   1 ) +  ( − 3 ,   0 ,   − 1 ) =  ( − 3 ,   2 m ,   m − 1 )


  v   =   m  ( 0 ,   2 ,   1 ) +  ( − 3 ,   0 ,   − 1 ) =  ( − 3 ,   2 m ,   m − 1 )


  9   +   4   m 2 +    ( m − 1 ) 2 =   49     ⟹     9   +   4   m 2 +     m 2 −   2 m   +   1   =   49     ⟹     5   m 2 −   2 m   −   39   =   0


  9   +   4   m 2 +    ( m − 1 ) 2 =   49     ⟹     9   +   4   m 2 +     m 2 −   2 m   +   1   =   49     ⟹     5   m 2 −   2 m   −   39   =   0


    2   ±   28 10


    𝟏 𝟑  𝟓


  A B   =   B   −   A   =  ( 5 ,   m ,   m + 4 )


  25   +     m 2 +    ( m + 4 ) 2 =   35     ⟹     25   +     m 2 +     m 2 +   8 m   +   16   =   35     ⟹     2   m 2 +   8 m   +   6   =   0     ⟹       m 2 +   4 m   +   3   =   0


  25   +     m 2 +    ( m + 4 ) 2 =   35     ⟹     25   +     m 2 +     m 2 +   8 m   +   16   =   35     ⟹     2   m 2 +   8 m   +   6   =   0     ⟹       m 2 +   4 m   +   3   =   0


     ( x − 2 ) 2 +   9   +   1   =    ( x + 2 ) 2 +   1   +   1


    x 2 −   4 x   +   4   +   10   =     x 2 +   4 x   +   4   +   2


    x 2 −   4 x   +   4   +   10   =     x 2 +   4 x   +   4   +   2


  − 4 x   +   10   =   4 x   +   2     ⟹     10   −   2   =   4 x   +   4 x     ⟹     8 x   =   8


  B A   =   A   −   B   =  ( 3 ,   0 ,   4 ) B C   =   C   −   B   =  ( 7 ,   0 ,   1 )


   ⟨ B A ,   B C ⟩ =   21   +   0   +   4   =   25


   ⟨ B A ,   B C ⟩ =   21   +   0   +   4   =   25


   | B A | =    9 + 16 =   5              | B C | =    49 + 1 =    50 =   5  2


   | B A | =    9 + 16 =   5              | B C | =    49 + 1 =    50 =   5  2


   cos ⁡    B ^ =  25  5   ·   5  2 =  25  25  2 =  1   2 =    2 2


   cos ⁡    B ^ =  25  5   ·   5  2 =  25  25  2 =  1   2 =    2 2


   ⟨ A B ,   A C ⟩ =    | A B | ·  | A C | ·  cos ⁡ 60 °   =   10   ·   10   ·  (  1 2 )


   5 13


   ⟨ B A ,   B C ⟩ =   5   ·   13   ·  (  5 13 ) =   25


   12 13


   ⟨ C A ,   C B ⟩ =   12   ·   13   ·  (  12 13 ) =   144


   10  3  28


    2  6 9


   2   42


   10  3  28


    2  6 9


   2   42


   1 2


   ⟨ u ,   v ⟩ =   2   −   1   −  ( m + 2 ) =   − m   −   1


   | u | =    6            | v | =    1   +   1   +    ( m + 2 ) 2 =      m 2 +   4 m   +   6


   | u | =    6            | v | =    1   +   1   +    ( m + 2 ) 2 =      m 2 +   4 m   +   6


    − m − 1   [  6 ·      m 2 + 4 m + 6 ] =  1 2


    − m − 1   [  6 ·      m 2 + 4 m + 6 ] =  1 2


   ⟨ u ,   j ⟩ =   n              | u | =      n 2 +   5  | j | =   1


    n     n 2 + 5 =  cos ⁡ 30 °   =    3 2


    n     n 2 + 5 =  cos ⁡ 30 °   =    3 2


  a   +   b   =  ( 𝛼 + 4 ,   − 4 ,   𝛼 + 2 ) c   −   a   =  ( 2 𝛼 − 2 ,   7 ,   0 )


   ( 𝛼 + 4 )  ( 2 𝛼 − 2 ) +  ( − 4 )  ( 7 ) +  ( 𝛼 + 2 )  ( 0 ) =   0


  2   𝛼 2 +   6 𝛼   −   8   −   28   =   0     ⟹     2   𝛼 2 +   6 𝛼   −   36   =   0     ⟹       𝛼 2 +   3 𝛼   −   18   =   0


  2   𝛼 2 +   6 𝛼   −   8   −   28   =   0     ⟹     2   𝛼 2 +   6 𝛼   −   36   =   0     ⟹       𝛼 2 +   3 𝛼   −   18   =   0


    − 3   ±   9 2


   ⟨ k · u ,   u ⟩ =   k ·    | u | 2 =   k · 6   =   − 18     ⟹     k   =   − 3


   ⟨ w ,   u ⟩ =  ( − 6 )  ( 2 ) +  ( 4 )  ( − 3 ) +  ( − 2 )  ( − 12 ) =   − 12   −   12   +   24   =   0


  v   =   k  ( − 4 ,   2 ,   6 )


   ⟨ v ,   w ⟩ =   k  [  ( − 4 )  ( − 1 ) +  ( 2 )  ( 4 ) +  ( 6 )  ( 2 ) ] =   k  ( 4   +   8   +   12 ) =   24 k   =   − 12     ⟹     k   =   −  1 2


   ⟨ v ,   w ⟩ =   k  [  ( − 4 )  ( − 1 ) +  ( 2 )  ( 4 ) +  ( 6 )  ( 2 ) ] =   k  ( 4   +   8   +   12 ) =   24 k   =   − 12     ⟹     k   =   −  1 2


  B A   =   A   −   B   =  ( 1 ,   − 2 ,   3 ) B C   =   C   −   B   =  ( − 7 ,   − 5 ,   − 1 )


   ⟨ B A ,   B C ⟩ =  ( 1 )  ( − 7 ) +  ( − 2 )  ( − 5 ) +  ( 3 )  ( − 1 ) =   − 7   +   10   −   3   =   0


   ⟨ B A ,   B C ⟩ =  ( 1 )  ( − 7 ) +  ( − 2 )  ( − 5 ) +  ( 3 )  ( − 1 ) =   − 7   +   10   −   3   =   0


   ⟨ a ,   b ⟩ =   𝛼  ( 𝛼 + 1 ) +   10   −   16   =     𝛼 2 +   𝛼   −   6   =   0


    − 1   ±   5 2


  cos ⁡ ^ 245 °   +    cos 260   °   +  cos 290   °   =    (    2 2 ) 2 +    (  1 2 ) 2 +    0 2 =  1 2 +  1 4 +   0   =  3 4


   3 4


   1 2 +  1 4 +    cos  2 𝛾 ⁡  =   1     ⟹      cos  2 𝛾 ⁡  =  1 4   ⟹    cos ⁡  𝛾 =   ±  1 2


   1 2


   1 4


     cos  2 𝛾 ⁡  =   1   −  1 4 −  1 16 =  11 16   ⟹    cos ⁡  𝛾 =   ±    11 4


  v   =   2 ·  (  cos ⁡  𝛼 ,  cos ⁡  𝛽 ,  cos ⁡  𝛾 ) =   2 ·  (  1 2 ,   −  1 4 ,   ±    11 4 )


  v   =   2 ·  (  cos ⁡  𝛼 ,  cos ⁡  𝛽 ,  cos ⁡  𝛾 ) =   2 ·  (  1 2 ,   −  1 4 ,   ±    11 4 )


    𝟏  𝟐


     𝟏 𝟏  𝟐


   | 0 ,   1 ,   1 | =    2


    𝟏   𝟐


    𝟏   𝟐


   | v | =    6           v e r s o r   =  (  1   6 ,   −  1   6 ,  2   6 )


  5 · v e r s o r   =  (  5   6 ,   −  5   6 ,  10   6 )


  5 · v e r s o r   =  (  5   6 ,   −  5   6 ,  10   6 )


    𝟓   𝟔


    𝟓   𝟔


    𝟏 𝟎   𝟔


   5   6 =   5  6 6                  10   6 =   10  6 6 =   5  6 3


    𝟓  𝟔  𝟔


    𝟓  𝟔  𝟔


    𝟓  𝟔  𝟑


  u   ∧   w   =    |   i   j   k   ;   2   − 1   3   ;   1   0   − 2   | =  ( 2 ,   7 ,   1 )


   | u   ∧   w | =    4   +   49   +   1 =    54 =   3  6


   | u   ∧   w | =    4   +   49   +   1 =    54 =   3  6


  2 x   +   3 y   =   10             e             x   −   y   =   − 5


   ⟨ u ,   v ⟩ =   2   +   2   +   6   =   10                | v | 2 =   4   +   1   +   4   =   9


  p r o   j   (   v  ) u =  (  10 9 ) ·  ( 2 ,   1 ,   − 2 )


  p r o   j   (   v  ) u =  (  10 9 ) ·  ( 2 ,   1 ,   − 2 )


    𝟐 𝟎  𝟗


    𝟏 𝟎  𝟗


    𝟐 𝟎  𝟗


    𝟏 𝟎  𝟗


   10 9


   10 9


  p r o   j   (   i  ) u =    ⟨ u ,   i ⟩ ·   i   =   3 i   =  ( 3 ,   0 ,   0 )


   ⟨ u , u ⟩ −    ⟨ u , v ⟩ +    ⟨ v , u ⟩ −    ⟨ v , v ⟩ =   0


   ⟨ u , u ⟩ −    ⟨ v , v ⟩ =   0     ⟹        | u | 2 =      | v | 2


   ⟨ u ,   v   +   w ⟩ =    ⟨ u ,   v ⟩ +    ⟨ u ,   w ⟩ =   0   +   0   =   0


     | u + v | 2 =      | u | 2 +   2  ⟨ u , v ⟩ +      | v | 2 =   16   +   12   +   9   =   37


     | u − v | 2 =      | u | 2 −   2  ⟨ u , v ⟩ +      | v | 2 =   16   −   12   +   9   =   13


     | u − v | 2 =      | u | 2 −   2  ⟨ u , v ⟩ +      | v | 2 =   16   −   12   +   9   =   13


     2 2


   ⟨ u ,   v ⟩ =   2   ·   3   ·  ( −    2 2 ) =   − 3  2


   ⟨ 2 u   −   v ,   u   −   2 v ⟩ =   2  ⟨ u , u ⟩ −   4  ⟨ u , v ⟩ −    ⟨ v , u ⟩ +   2  ⟨ v , v ⟩ =   2    | u | 2 −   5  ⟨ u , v ⟩ +   2    | v | 2


  =   2  ( 4 ) −   5  ( − 3  2 ) +   2  ( 9 ) =   8   +   15  2 +   18   =   26   +   15  2


  =   2  ( 4 ) −   5  ( − 3  2 ) +   2  ( 9 ) =   8   +   15  2 +   18   =   26   +   15  2


     | u   +   v   +   w | 2 =    ⟨ u + v + w ,   u + v + w ⟩ =   0


     | u | 2 +      | v | 2 +      | w | 2 +   2  (  ⟨ u , v ⟩ +    ⟨ u , w ⟩ +    ⟨ v , w ⟩ ) =   0


   ⟨ u , v ⟩ +    ⟨ u , w ⟩ +    ⟨ v , w ⟩ =   − ½  (    | u | 2 +      | v | 2 +      | w | 2 )


  =   − ½  (  2 2 +    3 2 +    (  5 ) 2 ) =   − ½  ( 4   +   9   +   5 ) =   − ½  ( 18 )


  a   ∧   b   =    |   i   j   k   ;   1   2   0   ;   1   4   3   | =  ( 6 ,   − 3 ,   2 )


   | a   ∧   b | =    36   +   9   +   4 =    49 =   7


   | a   ∧   b | =    36   +   9   +   4 =    49 =   7


  v   =   2  ( 6 ,   − 3 ,   2 ) =  ( 12 ,   − 6 ,   4 )


   15 2


   15 2


   23 5


   11 5


   3 2


   9 2


   4 3


   3 4


   1 2


   7 9


   4 9


   4 9


     5 5


   1 2


     11 2


   13 5


   1   2


   1   2


   5   6


   5   6


   10   6


   10 9

