LISTA DE EXERCICIOS DA P1, GEOMETRIA ANALITICA
Caderno de resolugdes - Volume 2

Produto vetorial e produto misto

Capitulo 3, exercicios 42 a 75, drea, volume e coplanaridade, resolvidos passo a passo

Guia da P1 - Autor: Ulysses Cesar - Curso de Engenharia Civil

ESTE E O VOLUME QUE DECIDE A PROVA

Trés das quatro questdes da P1 dependem do que estd aqui: area (questdes 2 e 3) e volume (questdo 1). O exercicio 75(a) é,
literalmente, a questdo 1 da prova.

Todas as respostas foram conferidas contra o gabarito do livro e recalculadas de forma independente.

AS TRES FORMULAS QUE VOCE VAI USAR EM TODOS ELES
Produto vetorial, determinante simbdlico com i, j, k na primeira linha, expandido por cofatores com os sinais + — +.
Area: |u A v| é a drea do paralelogramo; metade disso é a area do triangulo.

Volume: |(u, v A w)| é o volume do paralelepipedo; um sexto disso é o volume do tetraedro.
E o teste que fecha tudo: produto misto zero < coplanares.

COMO LER 0S SIMBOLOS DESTE MODULO
Nenhum simbolo aqui é decoracgdo: cada um substitui uma frase inteira. Se travar na leitura de uma equacdo, volte a esta tabela.

Simbolo Lé-se O que é

R erre, conjunto dos reais todos os nimeros da reta: inteiros, fracdes e
irracionais.

0 teta letra grega. Nomeia um angulo, quase
sempre o angulo entre dois vetores.

\/ raiz quadrada pergunta qual nimero, multiplicado por ele
mesmo, da o que esta sob o trago.

vezes multiplicagdo. Usa-se o ponto para ndo
confundir com a letra x.

x vezes multiplicagio.

+ dividido por divisdo.

* mais ou menos as duas contas valem: uma com +, outra com

* diferente de ndo é igual.

= aproximadamente igual a valor arredondado, ndo exato.

= implica se o lado esquerdo vale, entdo o direito
também vale.

= se e somente se os dois lados valem juntos: um garante o
outro, nos dois sentidos.

( produto escalar (interno), escreve-se (u, v) (u, v) multiplica coordenada por coordenada
e soma. Devolve um NUMERO. Da zero
exatamente quando os vetores sdo
perpendiculares.

A produto vetorial (externo), escreve-seu Av | u A v devolve um VETOR perpendicular aos
dois. O comprimento dele é a area do
paralelogramo.

| modulo, ou norma, escreve-se |v| |v| é o comprimento do vetor v; |x| é a
distancia de x até zero. Nunca é negativo.

€ pertence a o elemento esta dentro do conjunto.

[} fim da demonstracgdo marca o ponto em que a prova terminou.

sen seno num triangulo retangulo, cateto oposto
dividido pela hipotenusa.

2 (expoente 2) ao quadrado o numero multiplicado por ele mesmo. x* é
XX

Ljk ijk os trés vetores de comprimento 1 que
apontam ao longo dos eixos X, y e z.
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PRODUTO VETORIAL, A CONTA (EXERCICIOS 42 A 50)

42 Bateria de produtos vetoriais
Dadosu=(2,-1,1),v=(1,-1,0)ew = (-1, 2, 2), calcular:
Antes de comegar, calcule uma vez os produtos que vio reaparecer:
uAv =|ijk;2-11;1-10|=(,1,-1)
vAw=|ijk;1—-10;-122|=(-2,-2,1)
(@AwAv
wAv =—-@wAw)=(22-1)
Pela anticomutatividade, ndo precisa refazer o determinante.
(b)vA(w-u)
w—u =(-3,3,1)
vAw—-—uw)=1|ijk;1-10;-331|=(-1,-1,0)
(u+v)A(u-v)
Método rapido. Abra pela distributiva antes de calcular:
w+v)A(u—v)=uAu —uAv + vAu — vAv = =2(u A v)
= _2(11 1; _1) = (_2, _21 2)
(d) (2u) A (3v)
Os escalares saem para fora:
QRQuWAQBv)=6(u Av)=6(1,1,-1)=(6,6,—6)
(e)(uAvV,uAnv)
E a norma ao quadrado:

(1,1,-1),1,-1))=1+1+1=3

) uAv,w)e(u,vAaw)
@Av,w)y= ((1,1,-1),(-1,22))= -1 + 2 — 2 = —1
wvAw)= ((2,-1,1),(=2,-21))= -4 + 2 + 1 = —1

Os dois sao iguais, e ndo por acaso: é a propriedade ciclica do produto misto. Vocé pode "mover o A" de um lado para o outro
sem mudar o resultado.

(8 (uAv)AweuA(VAW)
WAv)Aw =(1,1,-1)A(-1,2,2) = (4,—1,3)
uA@WAwW) =(2,-1,1) A (-=2,-2,1) = (1,4, —6)
Sao diferentes. Este item existe justamente para mostrar que o produto vetorial ndo é associativo: os parénteses importam.
(h)(u+v,uAw)
u+v=0G-2Durw=(02,-1,1)A(-122) = (—4,-5,3)
((3,-2,1),(—4,-53))= -12 + 10+ 3 =1
43 Produtos vetoriais com combinagoes
Dadosa=(1,2,1)eb=(2,1,0), calcular: (a) 2a A (a+b); (b) (a+2b) A (a-2b).
Método. Distribua primeiro; o termo a A a some.
(a)
2a A(a+b)= 2(ana)+ 2(aAnb) = 2(a A b)
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aAb=|ijk;121;210|=(-1,2,-3)
Resposta: 2(-1, 2, -3) = (-2, 4, -6).
(b)
(a+2b)A(a—2b)=ana — 2(aAb)+ 2(bAa)— 4(bAD)= —4(a A b)
Resposta: -4(-1, 2, -3) = (4, -8, 12).

44 Produto vetorial com vetores entre pontos
Dados A(2, -1, 2), B(1, 2, -1) e C(3, 2, 1), determinar CB A (BC - 2CA).
CB=B-C=(=20-2)BC =C—B =(202)CA=A4-C =(-1-31)
BC — 2CA = (2,0,2) — (=2,—6,2) = (4,6,0)
CB AN (4,6,0)= |ijk; =20 —2;460]
i:0-0-(-2)-6=12
j: (-2)-0 - (-2)-4 = 8, com 0 menos: -8
k: (-2)-6-0-4=-12
Resposta: (12, -8, -12).

45 Vetor ortogonal a duas combinagdes
Determinar um vetor simultaneamente ortogonal a 2a +beb - a, sendoa = (3,-1,-2)eb = (1, 0, -3).
Método. "Simultaneamente ortogonal a dois vetores" é o produto vetorial deles.
2a +b =(7,-2,-7)b — a =(-2,1,-1)
(7,-2,-1)AN(-21,-1)=|ijk; 7 -2 —-7;-21 —1]|
L(-2)-D)-(-71)=2+7=9
J: (7)(-1) - (-7)(-2) = -7 - 14 = -21, com 0 menos: +21
k: (7)) -(-2)(-2)=7-4=3
Resposta: (9, 21, 3), ou qualquer multiplo, como (3, 7, 1).

SOBRE 0 GABARITO

0O livro imprime "x(3, 7, 1)", indicando toda a familia de multiplos. A conta direta da (9, 21, 3), que é 3:(3, 7, 1). As duas respostas
estdo certas: qualquer vetor dessa reta é ortogonal aos dois.

46 A propriedade ciclica do produto misto
Dadosa=(1,-1,2),b=(3,4,-2) ec= (-5 1, -4), mostrar que (a,b Nc)= (@ Ab, c).
bAc=|ijk;34—-2;-51—-4|=(-14,22,23)
(a,bAc)y=(1)(-14)+(-D(22)+(2)(23) = —14 — 22 + 46 = 10
aAb=|ijk;1-12;34-2|=(-6,87)
{(aAnb,c)=(—6)(-5)+@)(1)+(7)(—4) =30 + 8 — 28 = 10
Os dois valem 10. B
Por qué: ambos sdo o mesmo determinante 3x3 formado pelas coordenadas de a, b e ¢, o produto misto ndo depende de onde se

coloca o A.

47 Ortogonalidade simultinea com incégnita
Determinar m para que w = (1, 2, m) seja simultaneamente ortogonal a v; = (2,-1,0) e v, = (1, -3, -1).
Método. Duas condig¢des de produto escalar nulo.
wv)=2-24+0=0
Esta da 0 automaticamente, para qualquer m, w ja é ortogonal a v;.

wv,)=1—-6-m=0 = m= -5
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Resposta: m = -5.

48 Paralelismo via produto vetorial nulo
Dados v = (a, 5b, —;) ew = (-3a, x, y), determinar x ey para que v Aw = 0.
Método. Produto vetorial nulo significa vetores paralelos, ou seja w = k-v.

Pela primeira coordenada: -3a = k-a = k = -3. Entao:
x =k (5h)=-15b y =k-(-2)==
Resposta: x=-15bey= 3;.

49 Unitario ortogonal a dois, e de mdédulo 5

Determinar um vetor unitdrio simultaneamente ortogonal a v; = (1, 1, 0) e v, = (2, -1, 3). Nas mesmas condi¢des, determinar um
vetor de médulo 5.

vAvy,=|ijk;110;2 —13]|=(3,-3,-3)
13,—3,-3| = V27 = 33
Unitario:
3,—3,—3 1 1 1
N et ),

De médulo 5: multiplique o unitério por 5.

Resposta:

itario: + (L —L L=+ (B B B
umtarlo.i(ﬁ, 7 @)‘i( et imeal i

, 101 1, SQ SQ SQ
moduloS.iS(\/—?—\/—?—ﬁ)_i( 3,-73 ,-73)

Os dois sinais valem, porque o oposto também é ortogonal aos dois.
V3
V3,

Sobre a segunda forma: é a racionalizada, obtida multiplicando cada coordenada por ComoV3+/3=3,0 % vira g

Entregue nessa forma, a Parte F do Médulo 1 lista raiz no denominador como erro que custa ponto.
50 Produtos vetoriais da base candnica

Mostrar num grdfico um representante de: (a) j A 2i; (b) 3i N 2k.

Método. Lembre a tabela da base canonica, que sai da regra da mao direita:

Produto Resultado Produto Resultado
iNnj k jAd -k
jAk i kAj -i
kAi j ink -j
(@)

JA2 =2 A= -2k
Um vetor de comprimento 2 sobre o eixo z, apontando para baixo.
(b)

3i A2k =6(ANk)=—6f

Um vetor de comprimento 6 sobre o eixo y, apontando no sentido negativo.

AREA (EXERCICIOS 51 A 60)

51 Norma do produto vetorial, sem coordenadas
Sabendo que [al = 3, [b] = \/2 e45°éo dngulo entre a e b, calcular [a A b|.
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V2 2
la A bl=lal-|b|l -sen@® = 3 - V2. sen45° = 3-\/7'<—>= 3 (—)
Resposta: 3.

52 Achar uma norma a partir do produto vetorial
Se [uAv|= 3\/3, Jul =3 e 60°é o dngulo entre u e v, determinar [v|.

V3
3v3=3-|v| - sen60° = 3 - |v|-<7>

3V3

v|=—z== 2
vl 3V3
2

Resposta: |v| = 2.

53 Mddulo 3, ortogonal a duas combinag¢des
Dadosa=(3,4,2)eb=(2, 1, 1), obter um vetor de mdédulo 3 que seja ao mesmo tempo ortogonal a 2a - b e a +b.
2a — b =(4,7,3)a + b =(5,5,3)
473)A(G553)=|ijk;473;553]
i:7.3-3-5=21-15=6
ji4:3-3-5=12-15=-3, com 0 menos: +3
k:4.5-7-5=20-35=-15
16,3,—15| = V36 + 9 + 225 = V270 = 3v30

. 1. 3 _ 1,
Para médulo 3, multiplique por e

( 6 3 15)
V30°v/30" V30

Racionalizando (multiplique cada coordenada por V30, com v30-v/30 = 30):

6v30 V30 3V30 V30  15v30 V30

30 5 30 10 30 2
Y30 V30 Y30 30 30 30
Resposta:+ ( 5 , 10 ,- 2 ). Confiraanorma: (25 + 100 + 4 )=12+0,3+7,5=9,ev9=3. (confere)

54 Area de paralelogramo por dois vetores
Calcular a drea do paralelogramo definido pelos vetoresu = (3,1,2) ev = (4, -1, 0).

uAv=1ijk;312;4-10]|
i: 1:0 - 2:(-1) =2
j: 3-0 - 2-4 = -8, com 0 menos: +8
k:3:(-1)-14=-7

12,8,-7| = V4 + 64 + 49 = V117
EV117 simplifica: 117 =9 - 13, e 9 é quadrado perfeito.
V117 = V9 - 13 = V9 V13 = 3V13

Resposta: area = 3\/13 ~10,82. Parar em V117 custa a mesma meia-linha que custaria parar em V48 na questdo 1 da prova.
55 Provar paralelogramo e calcular a area
Mostrar que o quadrildtero de vértices A(1,-2,3), B(4,3,-1), C(5,7,-3) e D(2,2,1) é um paralelogramo e calcular sua drea.
Prova.

AB =B — A =(3,5-4DC =C—D =(3,5-4)
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Como AB = D(, o quadrilatero é um paralelogramo. B
Area. Use dois lados adjacentes: AB e AD.
AD =D - A =(,4-2)
AB A AD |[ijk; 35 —4;14 —2]|

i:5:(-2)-(-4)4=-10+16=6
j:3:(-2) - (-4)-1=-6 + 4 = -2, com 0 menos: +2
k:3:4-51=7

V36 + 4 + 49 = /89

|6,2,7]
Resposta: area = \/ 89 x9,43.
56 Area com lados escalados
Calcular a drea do paralelogramo cujos lados sdo determinados por 2u e -v, sendo u = (2,-1,0)ev = (1, -3, 2).
Método. Os escalares saem para fora, em médulo.
[2u A(=v)| = 2] |-1]-lu Av|= 2 |u A V|
uAv =1ijk;2-10;1-32|=(-2,-4,-5)
|-2,—4,—5] = V4 + 16 + 25 = V45 = 3V5
Resposta: area=2 - 34/5 = 64/5 = 13,42.
57 Areas de quatro tridngulos
Calcular a drea do tridngulo de vértices...
Método comum aos quatro: area = % - |AB A AC|.
(a)A(-1,0,2),B(-4,1,1),C(0,1, 3)
AB =(-3,1,-1)AC =(1,1,1)
ABANAC =(1-1-(-1-1,—((-3)-1-(-1)-1),-3-1-1-1) = (2,2,—4)
12,2,—4| = V24 = 26 Area = V6 ~ 2,45
(b) A(1,0,1),B(4,2,1),C(1,2,0)
AB = (3,2,0)AC =(0,2,—1)

. 7
AB A AC =(-2,3,6)|-23,6| = V49 =7 Area =5= 3,5

() A(2,3,-1),B(3,1,-2),C(-1,0,2)
AB =(1,-2,—1)AC = (=3,-3,3)

. 92
AB A AC =(=9,0,—9)|—9,0,—9| = V162 = 9V2 Area =——~ 636

(d) A(-1, 2,-2),B(2,3,-1),C(0,1,1)
AB =(3,1,1)AC =(1,-1,3)
AB A AC = (4,-8,—4)|4,—8,—4| = V96 = 46 Area = 2V6 ~ 4,90
58 Paralelogramo dado por um vértice e uma diagonal
Calcular a drea do paralelogramo que tem um vértice no ponto A(3, 2, 1) e uma diagonal de extremidades B(1, 1, -1) e C(0, 1, 2).
Método. Se BC é uma diagonal, entdo B e C sdo os outros dois vértices adjacentes a A. Logo os lados que saem de A sdo AB e AC.
AB =(-2,—-1,-2)AC =(-3,-1,1)
AB ANAC = |ijk; -2 —-1-2;-3-11]|
DM --2)(-1)=-1-2=-3
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j: (-2)(1) - (-2)(-3) = -2 - 6 = -8, com 0 menos: +8
ki (-2)(-1) - (-1)(-3)=2-3=~-1

|-3,8,—1| = V9 + 64 + 1= 74
Resposta: area = \/74 = 8,60.

59 Area dada, incdgnita no vértice
Calcular x, sabendo que A(x, 1, 1), B(1, -1, 0) e C(2, 1, -1) sdo vértices de um tridngulo de drea ?.
Método. Escreva a area em fungio de x e resolva. Trabalhe com o quadrado, para eliminar a raiz.

AB =(1—-x,-2,-1)AC =(2—x,0,-2)

AB A AC = ((=2)(=2) = (-=1)(0), =[(1 = 2)(=2) = (-D(2 = 0)],0 = (=2)(2 — x))
=@4,-[-2+2x +2 —x],4 — 2x) =(4,—x,4 — 2x)
Como a area do triangulo é ?, anorma do produto vetorial é V29, e o quadrado é 29:
16 + x2+(4—2x)>=29 = 16 + x>+ 16 — 16x + 4x2 = 29
5¢2—16x + 3 =0
16 + 14

Discriminante: 256 - 60 = 196 = 142, Raizes: x = 1*0

Resposta: x=3 oux = ;

60 Altura de um triangulo
Dado o tridngulo de vértices A(0, 1, -1), B(-2, 0, 1) e C(1, -2, 0), calcular a medida da altura relativa ao lado BC.
Método. Ache a area pelo produto vetorial, ache o lado BC pela norma, e isole a altura em area = base x altura + 2.
AB =(-2,-1,2)AC =(1,-3,1)
AB ANAC = |ijk; -2 —-12;1 -31|
- -2)(-3)=-1+6=5
j: (-2)(1) - (2)(1) = -4, com o menos: +4
k:(-2)(-3)-(-1))()=6+1=7

p 3v10
[5,4,7| = V25 + 16 + 49 = V90 = 3V10 Area =
BC =C—B =(@3,-2-1)|BCl= VOr4+1=ia
Area 3V10 V14 3v140 2v35 3v35
h=2- =—= 3V10- — = =3 —=—
|BC| V14 14 14 14 7

Resposta: h = %ﬁ = 2,54.

EQUACOES VETORIAIS E DEMONSTRACOES (EXERCICIOS 61 A 66)

61 Vetor com produto vetorial dado
Determinar v tal que v seja ortogonal ao eixo dosyeu=v Aw,sendou=(1,1,-1)ew=(2, -1, 1).
Método. Ortogonal ao eixo y significa segunda coordenada nula: v = (a, 0, c). Monte o produto vetorial e iguale a u.

vAw=|ijk;a0c;2-11|=0-1-c-(-1),—(a-1 —-c-2),a-(-1)—0-2)

=(c,2c — a,—a)
Igualando a (1, 1, -1):
Coordenada Equacao Resultado
X c=1 c=1
Z -a=-1 a=1
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y (conferéncia) ‘ 2(1)-1=1 (confere) consistente

Resposta: v= (1,0, 1).

62 Vetor paralelo com produto vetorial dado

Dadosu=(0,1,-1),v=(2,-2,-2)ew = (1, -1, 2), determinar x, paralelo a w, que satisfaz x Nu = v.

Método. Paralelo a w significa x = k-w. Calcule w A u uma vez e ache k.
wAu=lijk;1-12;01-1|=(-D(-D-2-1,-(1-(-1)=2:0),1-1 —(-1):0) =(-1,1,1)

EntdoxAu=k(wAu)=k(-1,1,1)=(2,-2,-2),oqueda k= -2.

Resposta: x = -2(1, -1, 2) = (-2, 2, -4).

63 Sistema com produto vetorial
Dadosu = (2,1,0) ev = (3, -6, 9), determinar x que satisfaz v = u A x e que seja ortogonal aw = (1, -2, 3).
Método. Escreva x = (a, b, c), monte u A x e iguale a v.
uAx =1|ijk;210;abc|l=0-c—0-b,—(2c —0-a),2b — 1-a)=1(c,—2¢,2b — a)
Igualando a (3, -6, 9):

Coordenada Equacio Resultado

X c=3 c=3

y -2c=-6 (confere) consistente
A 2b-a=9 a=2b-9

Sobra um parametro livre. Agora a segunda condicao:
w)=02b—9)()+ b(-2)+3B3)=2b—-9—-2b+9 =0
Ela se satisfaz automaticamente, para qualquer b. Logo o problema tem infinitas solu¢ées.

Resposta:x=(2y-9,y, 3),comy € R.

64 Demonstracdo:aAb=bAc=cAa
Demonstrar quea Ab=b Ac=c Aa, sabendo quea +b +c= 0.
Demonstracao.
Da hipétese, ¢ = —a - b. Entio:
bAc=bA(—a—-—b)=—-(bANa)—(b AD)
ComobAb=0%e-(bAa)=aAb (anticomutatividade):
bAc=aAb
Da mesma forma, substituindo agoraa=-b - c:
cha=cA(=b—-¢c)=—-(cAb)—(cAhc)=DbAc

LogoaAb=bAc=cAa.ll

ESTE EXERCICIO E O ITEM (G) DA QUESTAO 4 DA PROVA
L4, o professor pede exatamente "mostre que u A v=v A w", sob a hipétese u + v + w = 0. E este exercicio, com outras letras.

E a consequéncia, que o item (h) da prova pede, é imediata: se vAw=uAv, entdo (u, vAw)=(u,uAv)=0,porque uAv é ortogonal
au.

65 Duas demonstragoes

Sendo u e v vetores do espago, com v # 0:

(a) determinar o niimero real r tal que u - rv seja ortogonal a v;
(b) mostrar que (u+v) A (u-v)=2vAu

(a)

Impondo ortogonalidade:
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_(wv)

wu-rmv)y=0 = Wv)—rv,v)=0 = r _W
Resposta: r = (u, v) / |[v|%

Observagdo: é exatamente o escalar da projecdo ortogonal de u sobre v. Faz sentido: u — rv é a parte de u que sobra depois de
retirar a componente na dire¢io de v, e essa sobra é perpendicular a v.

(b)

Abrindo pela distributiva:

w+v)A(u—v)=uAu —uAv + vAu — VAV
Os termos u A u e v Avsido nulos, e —uAv = vAu:

=vAu + vAu = 2(v A u) & fimdademonstracio

66 A base média de um triangulo

Demonstrar que o segmento cujos extremos sdo os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e igual
d sua metade.

Demonstracgao.
Seja o triangulo ABC. Sejam M o ponto médio de AB e N o ponto médio de AC. Entao:
AM = %2 AB e AN = %L AC
0 segmento que liga M a N, como vetor:
MN = AN — AM = % AC — % AB = %(AC — AB) = % BC
Da igualdade MN = % BC seguem as duas conclusdes pedidas:

e MN é paralelo a BC, porque é multiplo escalar dele;
e |MN]| =% |BC|, porque a norma escala pelo mddulo do fator. i

PRODUTO MISTO, COPLANARIDADE E VOLUME (EXERCICIOS 67 A 75)

67 Vetores coplanares?
Verificar se sdo coplanares os seguintes vetores:
(@u=(3-1,2)v=(1,21),w=(-234)
(b)u=(2,-1,0),v=(31,2),w=(7,-1,2)
Método. Coplanares < produto misto igual a zero < determinante 3x3 nulo.
(a)
|3 -12;121;-234|=32-4-1-3)-(-D(1-4-1-(-2))+2(1-3 —2-(-2))
=305)+16)+ 2(7)= 15+ 6 + 14 = 35
Diferente de zero. Resposta (a): nao sao coplanares.
(b)
[2-10;312;7-12|=2(1-2-2-(-1))-(-1)(3B-2-2-7)+ 0
=24)+1(-8)+0=8-8=0

Resposta (b): sim, sdo coplanares.

68 Pontos coplanares?
Verificar se sdo coplanares os pontos:
Método. Quatro pontos A, B, C, D sdo coplanares < (AB, AC A AD) = 0.
(a)A(1,1,1), B(-2,-1,-3), €(0,2,-2), D(-1,0,-2)
AB = (-3,-2,—4)AC =(-1,1,-3)AD =(-2,-1,-3)
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|-3 -2 —-4;-11-3;-2-1-3|=-3(-3-3)+2(3-6)—4(1+2)=18-6—-12=0

Resposta (a): sim, sdo coplanares.
(b) A(1,0,2), B(-1,0,3), C(2,4,1), D(-1,-2,2)

AB =(-2,0,1)AC =(1,4,—1)AD = (—2,-2,0)

|-201;14 —-1; -2 -20|= -2(0—-2)—000—-2)+ 1(-2+8)=4+ 6 = 10

Resposta (b): ndo sao coplanares.
(c) A(2,1,3), B(3,2,4), C(-1,-1,-1), D(0,1,-1)

AB =(1,1,1)AC =(-3,-2,—4)AD = (-2,0,—4)

[111; -3 -2 —-4;-20-4|=18-0)—-1(12-8)+ 1(0—-4)=8-4-4=0

Resposta (c): sim, sdo coplanares.

69 Coplanaridade com incégnita
Para que valor de m os pontos A(m, 1, 2), B(2, -2, -3), C(5, -1, 1) e D(3, -2, -2) sdo coplanares?
AB =(2—-m,-3,-5)AC =(5-m,—2,—-1)AD = (3—m,—3,—4)

Impondo determinante nulo e expandindo pela primeira linha:

2-m)- (2D - DI - (=3) - [ -m)(—4) - (DB -m)] + (=5) - [(6 —m)(=3) — (=2)(3 —m)]
Calculando os trés colchetes, um de cada vez:
e primeiro:8-3=5
e segundo:-20+4m+3-m=3m-17
e terceiro:-15+3m+6-2m=m-9
Substituindo:

2-m)-5+3-Bm—-17)-5-(m —9)=10 —5m + 9m — 51 — 5m + 45 = —m + 4

0Os termos em m? e m® ndo aparecem porque o m entra em apenas uma linha do determinante, por isso a equacio é do 12 grau,
e ndo do 32. Igualando a zero:

-m+4=0 > m-=4
Conferindo com m = 4: AB = (-2,-3,-5),AC = (1,-2,-1), AD = (-1,-3,-4).
|-2 -3 -5;1-2-1;-1-3—-4|=-28-3)+3(-4-1)—-5(-3-2)=-10 — 15+ 25 =0V

Resposta: m = 4.

70 Valor de k para coplanaridade
Determinar o valor de k para que os seguintes vetores sejam coplanares:
Método. Determinante 3x3 igual a zero, resolvido em k.
(@a=(2,-1,k),b=(1,0,2),c=(k 3,K)

[2 —1k;102; k3k|=20-k—-2-3)+1(1-k—2-k)+ kB3 —-0=-12 -k +3k =2k —-12 =10
Resposta (a): k= 6.
(b)a=(2,1,0),b=(1,1,-3),c=(k 1, -k)

[210; 11 -3; k1 —k|=2(-k+3)—1(—-k +3k)+ 0 = -2k + 6 — 2k = 6 — 4k

Il
o

Resposta (b): k= %

(dJa=(2,k1),b=(1,2,k),c=(3,0,-3)
[2k1;12k;30—-3]|=2(-6—-0)— k(-3 —3k)+ 1(0 — 6)= —12 + 3k + 3k*— 6
3k+ 3k —18=0 = k?+ k-6 =0
Resposta (c): k=2 ouk =-3.
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71 Volume de um paralelepipedo

Sejamu=(1,1,0),v=(2,0,1),w; =3u-2v,w, =u+3vews =i+j- 2k Determinar o volume do paralelepipedo definido por w;,
Wz e W3.

Método. Monte os trés vetores e calcule o médulo do produto misto.
w, = 3(1,1,0) — 2(2,0,1) = (3,3,0) — (4,0,2) = (—1,3,-2)
w, = (1,1,0) + 3(2,0,1) = (1,1,0) + (6,0,3) = (7,1,3)
wsy = (1,1,-2)
|-13 -2;713;11 -2
Expandindo pela primeira linha:
=-1-(1-(-2)-3-1) - 3-(7-(-2) - 3-1) + (-2)(7-1 - 1-1)
=-1-(-5)-3:(-17) - 2-(6)
=5+51-12=44

Resposta: volume = 44 unidades de volume.

72 Volume dado, incognita
Calcular m para que o volume do paralelepipedo determinado por v; = 2i - j, v, = 6i + mj - 2k e v3 = —-4i + k seja igual a 10.
[2-10;6m —2;-401|=2(m-1 —(=2)-0)+ 1(6-1 = (=2)(-4))+ 0
=2m+ 1(6 — 8)=2m — 2
Como o volume é o médulo, ha dois casos:
2Zm—-2=10 =» m=6 ou 2m-—2=-10 > m = —4

Resposta: m =6 oum = -4,

73 Volume dado, incognita (2)

Osvetoresa = (2,-1,-3),b=(-1,1,-4) ec = (m+1, m, -1) determinam um paralelepipedo de volume 42. Calcular m.
[2-1-3;-11—-4;m+1m —1|

Expandindo pela primeira linha:

=2:(1-(-1) - (+4)'m) + 1-((-1)(-1) - (-4)(m+1)) - 3-((-1)m - 1-(m+1))

=2(4m-1)+(1+4m+4)-3(-m-m-1)

=8m-2+4m+5+6m+3=18m+6

Dois casos:
18m +6 =42 = m=2 ou 18m+ 6 = —-42 =5 m = —=
Resposta:m=20um=—§.

74 Volume dado, com pontos

Dados A(1,-2,3), B(2,-1,-4), C(0,2,0) e D(-1,m,1), determinar m para que o volume do paralelepipedo determinado por AB, AC e
AD seja 20 unidades de volume.

AB =(1,1,-7)AC =(—1,4,-3)AD =(-2,m+2,-2)
[11 -7;-14 -3; -2m+2 —2|
Expandindo:
=1:(4(-2) - (-3)(m+2)) = 1-((-1)(-2) = (-3)(=2)) + (-7)-((-1)(m+2) - 4-(-2))
=(-8+3m+6)-(2-6)-7(-m-2+8)
=(Bm-2)+4-7(6-m)=3m-2+4-42+7m=10m - 40
Dois casos:

10m —-40 =20 = m=6 ou 10m —40=-20 = m = 2
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Resposta: m =6 oum = 2.

75 Volume do tetraedro
Calcular o volume do tetraedro ABCD, sendo dados:

Método. O tetraedro é um sexto do paralelepipedo determinado pelos mesmos trés vetores.
1
V(tetraedro) = (g) - | (AB,AC A AD)|

(a) A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1), D(4,2,7)
AB =(-1,1,0)AC = (—1,0,1)AD = (3,2,7)
AC A AD? — mais direto:|—110; —=101; 32 7|
Expandindo pela primeira linha:
=-1-(07-1-2)-1-((-1)-7-1-3)+ 0
=-1(-2)-1(-10)=2+10=12

Resposta (a): volume = 2.

ESTE E A QUESTAO 1 DA PROVA

Os quatro pontos sio exatamente os da questdo 1 da P1. La o professor pede o volume do paralelepipedo, que é 12, em vez do
tetraedro, e conduz vocé por nove itens até chegar nele.

Se a sua conta aqui der 2, a sua questo 1 vai dar 12. £ a mesma conta.

(b) A(-1,3,2), B(0,1,-1), C(-2,0,1), D(1,-2,0)
Para este, calcular também a medida da altura tragcada do vértice A.

AB =(1,-2,-3)AC =(-1,-3,-1)AD = (2,-5,-2)

[1-2-3;-1-3-1;2-5—-2]
Expandindo pela primeira linha:
=1:((-3)(=2) - (=1(=5)) + 2:((-1)(-2) - (-1)(2)) - 3-((-1)(-5) - (-3)(2))
=1(6-5)+2:(2+2)-3:(5+6)
=1+8-33=-24
V= ﬂ =4
6

A altura tragada de A. Ela é relativa a face oposta, o tridngulo BCD. Use a férmula da piramide, V = (g)-(érea da base)-altura.

BC =C—-B =(-2,-1,2)BD =D - B =(1,-3,1)

BC ABD = |ijk; -2-12;1-31|

(- -(2)(-3)=-1+6=5
j: (-2)(1) - (2)(1) = -4, com o menos: +4
k(-2)(-3)-(-1))()=6+1=7

] 3V10
I5,4,7| = V90 = 3v10 Area de BCD =—
3 4_12 2 24 8
area 3V10 3V10 3Vi0 V10
2
Racionalizando, multiplique por v10:
8 8/10 4V10
Vyio 10 5
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»E
45

Resposta (b): volume = 4 e altura = = 2,53.

TABELA DE RESPOSTAS, CONFERENCIA RAPIDA

Ex. Resposta Ex. Resposta

42a (2,2,-1) 57a V6

42b (-1,-1,0) 57b 7

2

42c (-2,-2,2) 57¢ 92
2

42d (6, 6,-6) 57d 2v6

42e 3 58 V74

42f -le-1 59 3 oué

42g (4-1,3) e (1,-4,-6) 60 3v35
7

42h 1 61 (1,0,1)

43a (-2, 4, -6) 62 (-2,2,-4)

43b (4, -8, 12) 63 (2y-9,v,3)

44 (12, -8, -12) 65a r = (uv)/|v|?

45 (9,21,3) =3(3,7,1) 67 a) ndo b) sim

46 10=10 68 a) sim b) ndo c) sim

47 m=-5 69 m=4

48 x=—15b,y=3§ 70a k=6

49 NEERERE) 70b =3

3 3 3

50a -2k 70c k=2ou-3

50b -6j 71 44 uv

51 3 72 m =6 ou -4

52 2 73 m=2out

53 V30 V30 V30 74 m =6 ou 2

15,10 ,-"2 )
54 3V13 75a 2
55 V89 75b 4Y10
4e 5

56 6V5

0S SEIS EXERCiCIOS QUE MAIS RENDEM PARA A P1

Se o tempo apertar, faca s estes, eles cobrem, juntos, tudo o que as quatro questdes pedem:

22 (Volume 1), tridngulo retangulo por produto escalar — questio 2

40 (Volume 1), a identidade com u + v + w = 0 = questao 4, item (i)

57, quatro areas de triangulo por produto vetorial — questdes 2 e 3

60, altura de tridngulo a partir da area — questdo 3, item (h)

64,aAb=bAc=cAasobsomanula— questdo 4, itens (g) e (h)

75(a), o volume do tetraedro dos quatro pontos da prova — questdo 1 inteira
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  u   ∧   v   =    |   i   j   k   ;   2   − 1   1   ;   1   − 1   0   | =  ( 1 ,   1 ,   − 1 )


  v   ∧   w   =    |   i   j   k   ;   1   − 1   0   ;   − 1   2   2   | =  ( − 2 ,   − 2 ,   1 )


  v   ∧   w   =    |   i   j   k   ;   1   − 1   0   ;   − 1   2   2   | =  ( − 2 ,   − 2 ,   1 )


  w   ∧   v   =   −  ( v   ∧   w ) =  ( 2 ,   2 ,   − 1 )


  w   −   u   =  ( − 3 ,   3 ,   1 )


  v   ∧  ( w − u ) =    |   i   j   k   ;   1   − 1   0   ;   − 3   3   1   | =  ( − 1 ,   − 1 ,   0 )


  v   ∧  ( w − u ) =    |   i   j   k   ;   1   − 1   0   ;   − 3   3   1   | =  ( − 1 ,   − 1 ,   0 )


   ( u + v ) ∧  ( u − v ) =   u ∧ u   −   u ∧ v   +   v ∧ u   −   v ∧ v   =   − 2  ( u   ∧   v )


  =   − 2  ( 1 ,   1 ,   − 1 ) =  ( − 2 ,   − 2 ,   2 )


  =   − 2  ( 1 ,   1 ,   − 1 ) =  ( − 2 ,   − 2 ,   2 )


   ( 2 u ) ∧  ( 3 v ) =   6  ( u   ∧   v ) =   6  ( 1 ,   1 ,   − 1 ) =  ( 6 ,   6 ,   − 6 )


   ⟨  ( 1 , 1 , − 1 ) ,  ( 1 , 1 , − 1 ) ⟩ =   1   +   1   +   1   =   3


   ⟨ u ∧ v ,   w ⟩ =    ⟨  ( 1 , 1 , − 1 ) ,  ( − 1 , 2 , 2 ) ⟩ =   − 1   +   2   −   2   =   − 1


   ⟨ u ,   v ∧ w ⟩ =    ⟨  ( 2 , − 1 , 1 ) ,  ( − 2 , − 2 , 1 ) ⟩ =   − 4   +   2   +   1   =   − 1


   ⟨ u ,   v ∧ w ⟩ =    ⟨  ( 2 , − 1 , 1 ) ,  ( − 2 , − 2 , 1 ) ⟩ =   − 4   +   2   +   1   =   − 1


   ( u ∧ v ) ∧   w   =  ( 1 , 1 , − 1 ) ∧  ( − 1 , 2 , 2 ) =  ( 4 ,   − 1 ,   3 )


  u   ∧  ( v ∧ w ) =  ( 2 , − 1 , 1 ) ∧  ( − 2 , − 2 , 1 ) =  ( 1 ,   − 4 ,   − 6 )


  u   ∧  ( v ∧ w ) =  ( 2 , − 1 , 1 ) ∧  ( − 2 , − 2 , 1 ) =  ( 1 ,   − 4 ,   − 6 )


  u   +   v   =  ( 3 ,   − 2 ,   1 ) u   ∧   w   =  ( 2 , − 1 , 1 ) ∧  ( − 1 , 2 , 2 ) =  ( − 4 ,   − 5 ,   3 )


   ⟨  ( 3 , − 2 , 1 ) ,  ( − 4 , − 5 , 3 ) ⟩ =   − 12   +   10   +   3   =   1


   ⟨  ( 3 , − 2 , 1 ) ,  ( − 4 , − 5 , 3 ) ⟩ =   − 12   +   10   +   3   =   1


  2 a   ∧  ( a + b ) =   2  ( a ∧ a ) +   2  ( a ∧ b ) =   2  ( a   ∧   b )


  a   ∧   b   =    |   i   j   k   ;   1   2   1   ;   2   1   0   | =  ( − 1 ,   2 ,   − 3 )


   ( a + 2 b ) ∧  ( a − 2 b ) =   a ∧ a   −   2  ( a ∧ b ) +   2  ( b ∧ a ) −   4  ( b ∧ b ) =   − 4  ( a   ∧   b )


  C B   =   B   −   C   =  ( − 2 ,   0 ,   − 2 ) B C   =   C   −   B   =  ( 2 ,   0 ,   2 ) C A   =   A   −   C   =  ( − 1 ,   − 3 ,   1 )


  B C   −   2 C A   =  ( 2 ,   0 ,   2 ) −  ( − 2 ,   − 6 ,   2 ) =  ( 4 ,   6 ,   0 )


  B C   −   2 C A   =  ( 2 ,   0 ,   2 ) −  ( − 2 ,   − 6 ,   2 ) =  ( 4 ,   6 ,   0 )


  C B   ∧  ( 4 ,   6 ,   0 ) =    |   i   j   k   ;   − 2   0   − 2   ;   4   6   0   |


  C B   ∧  ( 4 ,   6 ,   0 ) =    |   i   j   k   ;   − 2   0   − 2   ;   4   6   0   |


  2 a   +   b   =  ( 7 ,   − 2 ,   − 7 ) b   −   a   =  ( − 2 ,   1 ,   − 1 )


   ( 7 , − 2 , − 7 ) ∧  ( − 2 , 1 , − 1 ) =    |   i   j   k   ;   7   − 2   − 7   ;   − 2   1   − 1   |


   ( 7 , − 2 , − 7 ) ∧  ( − 2 , 1 , − 1 ) =    |   i   j   k   ;   7   − 2   − 7   ;   − 2   1   − 1   |


  b   ∧   c   =    |   i   j   k   ;   3   4   − 2   ;   − 5   1   − 4   | =  ( − 14 ,   22 ,   23 )


   ⟨ a ,   b ∧ c ⟩ =  ( 1 )  ( − 14 ) +  ( − 1 )  ( 22 ) +  ( 2 )  ( 23 ) =   − 14   −   22   +   46   =   10


   ⟨ a ,   b ∧ c ⟩ =  ( 1 )  ( − 14 ) +  ( − 1 )  ( 22 ) +  ( 2 )  ( 23 ) =   − 14   −   22   +   46   =   10


  a   ∧   b   =    |   i   j   k   ;   1   − 1   2   ;   3   4   − 2   | =  ( − 6 ,   8 ,   7 )


  a   ∧   b   =    |   i   j   k   ;   1   − 1   2   ;   3   4   − 2   | =  ( − 6 ,   8 ,   7 )


   ⟨ a ∧ b ,   c ⟩ =  ( − 6 )  ( − 5 ) +  ( 8 )  ( 1 ) +  ( 7 )  ( − 4 ) =   30   +   8   −   28   =   10


   ⟨ a ∧ b ,   c ⟩ =  ( − 6 )  ( − 5 ) +  ( 8 )  ( 1 ) +  ( 7 )  ( − 4 ) =   30   +   8   −   28   =   10


   ⟨ w ,     v 1 ⟩ =   2   −   2   +   0   =   0


   ⟨ w ,     v 2 ⟩ =   1   −   6   −   m   =   0     ⟹     m   =   − 5


    c 2


  x   =   k ·  ( 5 b ) =   − 15 b             y   =   k ·  ( −   c 2 ) =   3 c 2


    𝒄  𝟐


    v 1 ∧     v 2 =    |   i   j   k   ;   1   1   0   ;   2   − 1   3   | =  ( 3 ,   − 3 ,   − 3 )


   | 3 ,   − 3 ,   − 3 | =    27 =   3  3


   | 3 ,   − 3 ,   − 3 | =    27 =   3  3


    3 ,   − 3 ,   − 3  3  3 =  (  1   3 ,   −  1   3 ,   −  1   3 )


   1   3


   1   3


   1   3


     3 3


     3 3


     3 3


   1   3


   1   3


   1   3


   1   3


     3 3


  j   ∧   2 i   =   2  ( j   ∧   i ) =   − 2 k


  3 i   ∧   2 k   =   6  ( i   ∧   k ) =   − 6 j


   | a   ∧   b | =    | a | ·  | b | · s e n   𝜃   =   3   ·    2 ·   s e n   45 °   =   3   ·    2 ·  (    2 2 ) =   3   ·  (  2 2 )


  3  3 =   3   ·    | v | ·   s e n   60 °   =   3   ·    | v | ·  (    3 2 )


   | v | =   3  3    3  3 2 =   2


   | v | =   3  3    3  3 2 =   2


  2 a   −   b   =  ( 4 ,   7 ,   3 ) a   +   b   =  ( 5 ,   5 ,   3 )


   ( 4 , 7 , 3 ) ∧  ( 5 , 5 , 3 ) =    |   i   j   k   ;   4   7   3   ;   5   5   3   |


   ( 4 , 7 , 3 ) ∧  ( 5 , 5 , 3 ) =    |   i   j   k   ;   4   7   3   ;   5   5   3   |


   | 6 ,   3 ,   − 15 | =    36   +   9   +   225 =    270 =   3  30


   3  3  30


   1   30


   (  6   30 ,  3   30 ,   −  15   30 )


    6  30 30 =    30 5                   3  30 30 =    30 10                   −   15  30 30 =   −    30 2


  u   ∧   v   =    |   i   j   k   ;   3   1   2   ;   4   − 1   0   |


   | 2 ,   8 ,   − 7 | =    4   +   64   +   49 =    117


   117 =    9   ·   13 =    9 ·    13 =   3  13


  A B   =   B   −   A   =  ( 3 ,   5 ,   − 4 ) D C   =   C   −   D   =  ( 3 ,   5 ,   − 4 )


  A D   =   D   −   A   =  ( 1 ,   4 ,   − 2 )


  A B   ∧   A D   =    |   i   j   k   ;   3   5   − 4   ;   1   4   − 2   |


  A B   ∧   A D   =    |   i   j   k   ;   3   5   − 4   ;   1   4   − 2   |


   | 6 ,   2 ,   7 | =    36   +   4   +   49 =    89


   | 2 u   ∧  ( − v ) | =    | 2 | ·  | − 1 | ·  | u   ∧   v | =   2 ·  | u   ∧   v |


  u   ∧   v   =    |   i   j   k   ;   2   − 1   0   ;   1   − 3   2   | =  ( − 2 ,   − 4 ,   − 5 )


  u   ∧   v   =    |   i   j   k   ;   2   − 1   0   ;   1   − 3   2   | =  ( − 2 ,   − 4 ,   − 5 )


   | − 2 , − 4 , − 5 | =    4 + 16 + 25 =    45 =   3  5


   | − 2 , − 4 , − 5 | =    4 + 16 + 25 =    45 =   3  5


  A B   =  ( − 3 ,   1 ,   − 1 ) A C   =  ( 1 ,   1 ,   1 )


  A B   ∧   A C   =  ( 1 · 1 −  ( − 1 ) · 1 ,   −  (  ( − 3 ) · 1 −  ( − 1 ) · 1 ) ,   − 3 · 1 − 1 · 1 ) =  ( 2 ,   2 ,   − 4 )


  A B   ∧   A C   =  ( 1 · 1 −  ( − 1 ) · 1 ,   −  (  ( − 3 ) · 1 −  ( − 1 ) · 1 ) ,   − 3 · 1 − 1 · 1 ) =  ( 2 ,   2 ,   − 4 )


   | 2 , 2 , − 4 | =    24 =   2  6           Á r e a   =    6 ≈   2 , 45


   | 2 , 2 , − 4 | =    24 =   2  6           Á r e a   =    6 ≈   2 , 45


  A B   =  ( 3 ,   2 ,   0 ) A C   =  ( 0 ,   2 ,   − 1 )


  A B   ∧   A C   =  ( − 2 ,   3 ,   6 )  | − 2 , 3 , 6 | =    49 =   7             Á r e a   =  7 2 =   3 , 5


  A B   ∧   A C   =  ( − 2 ,   3 ,   6 )  | − 2 , 3 , 6 | =    49 =   7             Á r e a   =  7 2 =   3 , 5


  A B   =  ( 1 ,   − 2 ,   − 1 ) A C   =  ( − 3 ,   − 3 ,   3 )


  A B   ∧   A C   =  ( − 9 ,   0 ,   − 9 )  | − 9 , 0 , − 9 | =    162 =   9  2           Á r e a   =   9  2 2 ≈   6 , 36


  A B   ∧   A C   =  ( − 9 ,   0 ,   − 9 )  | − 9 , 0 , − 9 | =    162 =   9  2           Á r e a   =   9  2 2 ≈   6 , 36


  A B   =  ( 3 ,   1 ,   1 ) A C   =  ( 1 ,   − 1 ,   3 )


  A B   ∧   A C   =  ( 4 ,   − 8 ,   − 4 )  | 4 , − 8 , − 4 | =    96 =   4  6           Á r e a   =   2  6 ≈   4 , 90


  A B   ∧   A C   =  ( 4 ,   − 8 ,   − 4 )  | 4 , − 8 , − 4 | =    96 =   4  6           Á r e a   =   2  6 ≈   4 , 90


  A B   =  ( − 2 ,   − 1 ,   − 2 ) A C   =  ( − 3 ,   − 1 ,   1 )


  A B   ∧   A C   =    |   i   j   k   ;   − 2   − 1   − 2   ;   − 3   − 1   1   |


  A B   ∧   A C   =    |   i   j   k   ;   − 2   − 1   − 2   ;   − 3   − 1   1   |


   | − 3 ,   8 ,   − 1 | =    9   +   64   +   1 =    74


     29 2


  A B   =  ( 1 − x ,   − 2 ,   − 1 ) A C   =  ( 2 − x ,   0 ,   − 2 )


  A B   ∧   A C   =  (  ( − 2 )  ( − 2 ) −  ( − 1 )  ( 0 ) ,   −  [  ( 1 − x )  ( − 2 ) −  ( − 1 )  ( 2 − x ) ] ,   0   −  ( − 2 )  ( 2 − x ) )


  A B   ∧   A C   =  (  ( − 2 )  ( − 2 ) −  ( − 1 )  ( 0 ) ,   −  [  ( 1 − x )  ( − 2 ) −  ( − 1 )  ( 2 − x ) ] ,   0   −  ( − 2 )  ( 2 − x ) )


  =  ( 4   ,   −  [ − 2   +   2 x   +   2   −   x ] ,   4   −   2 x ) =  ( 4 ,   − x ,   4   −   2 x )


  =  ( 4   ,   −  [ − 2   +   2 x   +   2   −   x ] ,   4   −   2 x ) =  ( 4 ,   − x ,   4   −   2 x )


     29 2


  16   +     x 2 +    ( 4 − 2 x ) 2 =   29     ⟹     16   +     x 2 +   16   −   16 x   +   4   x 2 =   29


  5   x 2 −   16 x   +   3   =   0


  5   x 2 −   16 x   +   3   =   0


    16   ±   14 10


    𝟏  𝟓


  A B   =  ( − 2 ,   − 1 ,   2 ) A C   =  ( 1 ,   − 3 ,   1 )


  A B   ∧   A C   =    |   i   j   k   ;   − 2   − 1   2   ;   1   − 3   1   |


  A B   ∧   A C   =    |   i   j   k   ;   − 2   − 1   2   ;   1   − 3   1   |


   | 5 ,   4 ,   7 | =    25   +   16   +   49 =    90 =   3  10           Á r e a   =   3  10 2


  B C   =   C   −   B   =  ( 3 ,   − 2 ,   − 1 )  | B C | =    9 + 4 + 1 =    14


  B C   =   C   −   B   =  ( 3 ,   − 2 ,   − 1 )  | B C | =    9 + 4 + 1 =    14


  h   =   2 ·   Á r e a   | B C | =   3  10   14 =   3  10 ·    14 14 =   3  140 14 =   3 ·   2  35 14 =   3  35 7


  h   =   2 ·   Á r e a   | B C | =   3  10   14 =   3  10 ·    14 14 =   3  140 14 =   3 ·   2  35 14 =   3  35 7


    𝟑  𝟑 𝟓  𝟕


  v   ∧   w   =    |   i   j   k   ;   a   0   c   ;   2   − 1   1   | =  ( 0 · 1   −   c ·  ( − 1 ) ,   −  ( a · 1   −   c · 2 ) ,   a ·  ( − 1 ) −   0 · 2 )


  =  ( c ,   2 c   −   a ,   − a )


  =  ( c ,   2 c   −   a ,   − a )


  w   ∧   u   =    |   i   j   k   ;   1   − 1   2   ;   0   1   − 1   | =  (  ( − 1 )  ( − 1 ) −   2 · 1   ,   −  ( 1 ·  ( − 1 ) −   2 · 0 ) ,   1 · 1   −  ( − 1 ) · 0 ) =  ( − 1 ,   1 ,   1 )


  u   ∧   x   =    |   i   j   k   ;   2   1   0   ;   a   b   c   | =  ( 1 · c   −   0 · b   ,   −  ( 2 c   −   0 · a ) ,   2 b   −   1 · a ) =  ( c ,   − 2 c ,   2 b   −   a )


   ⟨ x ,   w ⟩ =  ( 2 b − 9 )  ( 1 ) +   b  ( − 2 ) +   3  ( 3 ) =   2 b   −   9   −   2 b   +   9   =   0


  b   ∧   c   =   b   ∧  ( − a   −   b ) =   −  ( b   ∧   a ) −  ( b   ∧   b )


  b   ∧   c   =   a   ∧   b


  c   ∧   a   =   c   ∧  ( − b   −   c ) =   −  ( c   ∧   b ) −  ( c   ∧   c ) =   b   ∧   c


   ⟨ u   −   r v ,   v ⟩ =   0     ⟹      ⟨ u ,   v ⟩ −   r  ⟨ v ,   v ⟩ =   0     ⟹     r   =    ⟨ u ,   v ⟩     | v | 2


   ( u + v ) ∧  ( u − v ) =   u ∧ u   −   u ∧ v   +   v ∧ u   −   v ∧ v


  =   v ∧ u   +   v ∧ u   =   2  ( v   ∧   u )


  A M   =   ½   A B             e             A N   =   ½   A C


  M N   =   A N   −   A M   =   ½   A C   −   ½   A B   =   ½  ( A C   −   A B ) =   ½   B C


   |   3   − 1   2   ;   1   2   1   ;   − 2   3   4   | =   3  ( 2 · 4   −   1 · 3 ) −  ( − 1 )  ( 1 · 4   −   1 ·  ( − 2 ) ) +   2  ( 1 · 3   −   2 ·  ( − 2 ) )


  =   3  ( 5 ) +   1  ( 6 ) +   2  ( 7 ) =   15   +   6   +   14   =   35


  =   3  ( 5 ) +   1  ( 6 ) +   2  ( 7 ) =   15   +   6   +   14   =   35


   |   2   − 1   0   ;   3   1   2   ;   7   − 1   2   | =   2  ( 1 · 2   −   2 ·  ( − 1 ) ) −  ( − 1 )  ( 3 · 2   −   2 · 7 ) +   0


  =   2  ( 4 ) +   1  ( − 8 ) +   0   =   8   −   8   =   0


  =   2  ( 4 ) +   1  ( − 8 ) +   0   =   8   −   8   =   0


  A B   =  ( − 3 ,   − 2 ,   − 4 ) A C   =  ( − 1 ,   1 ,   − 3 ) A D   =  ( − 2 ,   − 1 ,   − 3 )


   |   − 3   − 2   − 4   ;   − 1   1   − 3   ;   − 2   − 1   − 3   | =   − 3  ( − 3 − 3 ) +   2  ( 3 − 6 ) −   4  ( 1 + 2 ) =   18   −   6   −   12   =   0


  A B   =  ( − 2 ,   0 ,   1 ) A C   =  ( 1 ,   4 ,   − 1 ) A D   =  ( − 2 ,   − 2 ,   0 )


   |   − 2   0   1   ;   1   4   − 1   ;   − 2   − 2   0   | =   − 2  ( 0 − 2 ) −   0  ( 0 − 2 ) +   1  ( − 2 + 8 ) =   4   +   6   =   10


   |   − 2   0   1   ;   1   4   − 1   ;   − 2   − 2   0   | =   − 2  ( 0 − 2 ) −   0  ( 0 − 2 ) +   1  ( − 2 + 8 ) =   4   +   6   =   10


  A B   =  ( 1 ,   1 ,   1 ) A C   =  ( − 3 ,   − 2 ,   − 4 ) A D   =  ( − 2 ,   0 ,   − 4 )


   |   1   1   1   ;   − 3   − 2   − 4   ;   − 2   0   − 4   | =   1  ( 8 − 0 ) −   1  ( 12 − 8 ) +   1  ( 0 − 4 ) =   8   −   4   −   4   =   0


   |   1   1   1   ;   − 3   − 2   − 4   ;   − 2   0   − 4   | =   1  ( 8 − 0 ) −   1  ( 12 − 8 ) +   1  ( 0 − 4 ) =   8   −   4   −   4   =   0


  A B   =  ( 2 − m ,   − 3 ,   − 5 ) A C   =  ( 5 − m ,   − 2 ,   − 1 ) A D   =  ( 3 − m ,   − 3 ,   − 4 )


   ( 2 − m ) ·  [  ( − 2 )  ( − 4 ) −  ( − 1 )  ( − 3 ) ] −  ( − 3 ) ·  [  ( 5 − m )  ( − 4 ) −  ( − 1 )  ( 3 − m ) ] +  ( − 5 ) ·  [  ( 5 − m )  ( − 3 ) −  ( − 2 )  ( 3 − m ) ]


   ( 2 − m ) · 5   +   3 ·  ( 3 m   −   17 ) −   5 ·  ( m   −   9 ) =   10   −   5 m   +   9 m   −   51   −   5 m   +   45   =   − m   +   4


  − m   +   4   =   0     ⟹     m   =   4


   |   − 2   − 3   − 5   ;   1   − 2   − 1   ;   − 1   − 3   − 4   | =   − 2  ( 8 − 3 ) +   3  ( − 4 − 1 ) −   5  ( − 3 − 2 ) =   − 10   −   15   +   25   =   0   ✔


   |   2   − 1   k   ;   1   0   2   ;   k   3   k   | =   2  ( 0 · k   −   2 · 3 ) +   1  ( 1 · k   −   2 · k ) +   k  ( 3   −   0 ) =   − 12   −   k   +   3 k   =   2 k   −   12   =   0


   |   2   1   0   ;   1   1   − 3   ;   k   1   − k   | =   2  ( − k   +   3 ) −   1  ( − k   +   3 k ) +   0   =   − 2 k   +   6   −   2 k   =   6   −   4 k   =   0


    𝟑  𝟐


   |   2   k   1   ;   1   2   k   ;   3   0   − 3   | =   2  ( − 6   −   0 ) −   k  ( − 3   −   3 k ) +   1  ( 0   −   6 ) =   − 12   +   3 k   +   3   k 2 −   6


  3   k 2 +   3 k   −   18   =   0     ⟹       k 2 +   k   −   6   =   0


  3   k 2 +   3 k   −   18   =   0     ⟹       k 2 +   k   −   6   =   0


    w 1 =   3  ( 1 , 1 , 0 ) −   2  ( 2 , 0 , 1 ) =  ( 3 , 3 , 0 ) −  ( 4 , 0 , 2 ) =  ( − 1 ,   3 ,   − 2 )


    w 2 =  ( 1 , 1 , 0 ) +   3  ( 2 , 0 , 1 ) =  ( 1 , 1 , 0 ) +  ( 6 , 0 , 3 ) =  ( 7 ,   1 ,   3 )


    w 2 =  ( 1 , 1 , 0 ) +   3  ( 2 , 0 , 1 ) =  ( 1 , 1 , 0 ) +  ( 6 , 0 , 3 ) =  ( 7 ,   1 ,   3 )


    w 3 =  ( 1 ,   1 ,   − 2 )


    w 3 =  ( 1 ,   1 ,   − 2 )


   |   − 1   3   − 2   ;   7   1   3   ;   1   1   − 2   |


   |   − 1   3   − 2   ;   7   1   3   ;   1   1   − 2   |


   |   2   − 1   0   ;   6   m   − 2   ;   − 4   0   1   | =   2  ( m · 1   −  ( − 2 ) · 0 ) +   1  ( 6 · 1   −  ( − 2 )  ( − 4 ) ) +   0


  =   2 m   +   1  ( 6   −   8 ) =   2 m   −   2


  =   2 m   +   1  ( 6   −   8 ) =   2 m   −   2


  2 m   −   2   =   10     ⟹     m   =   6             o u             2 m   −   2   =   − 10     ⟹     m   =   − 4


   |   2   − 1   − 3   ;   − 1   1   − 4   ;   m + 1   m   − 1   |


  18 m   +   6   =   42     ⟹     m   =   2             o u             18 m   +   6   =   − 42     ⟹     m   =   −  8 3


    𝟖  𝟑


  A B   =  ( 1 ,   1 ,   − 7 ) A C   =  ( − 1 ,   4 ,   − 3 ) A D   =  ( − 2 ,   m + 2 ,   − 2 )


   |   1   1   − 7   ;   − 1   4   − 3   ;   − 2   m + 2   − 2   |


   |   1   1   − 7   ;   − 1   4   − 3   ;   − 2   m + 2   − 2   |


  10 m   −   40   =   20     ⟹     m   =   6             o u             10 m   −   40   =   − 20     ⟹     m   =   2


  V  ( t e t r a e d r o ) =  (  1 6 ) ·    |    ⟨ A B ,   A C   ∧   A D ⟩ |


  A B   =  ( − 1 ,   1 ,   0 ) A C   =  ( − 1 ,   0 ,   1 ) A D   =  ( 3 ,   2 ,   7 )


  A C   ∧   A D ?   −   m a i s   d i r e t o :    |   − 1   1   0   ;   − 1   0   1   ;   3   2   7   |


  A C   ∧   A D ?   −   m a i s   d i r e t o :    |   − 1   1   0   ;   − 1   0   1   ;   3   2   7   |


  V   =  12 6 =   2


  A B   =  ( 1 ,   − 2 ,   − 3 ) A C   =  ( − 1 ,   − 3 ,   − 1 ) A D   =  ( 2 ,   − 5 ,   − 2 )


   |   1   − 2   − 3   ;   − 1   − 3   − 1   ;   2   − 5   − 2   |


   |   1   − 2   − 3   ;   − 1   − 3   − 1   ;   2   − 5   − 2   |


  V   =    | − 24 | 6 =   4


   1 3


  B C   =   C   −   B   =  ( − 2 ,   − 1 ,   2 ) B D   =   D   −   B   =  ( 1 ,   − 3 ,   1 )


  B C   ∧   B D   =    |   i   j   k   ;   − 2   − 1   2   ;   1   − 3   1   |


  B C   ∧   B D   =    |   i   j   k   ;   − 2   − 1   2   ;   1   − 3   1   |


   | 5 ,   4 ,   7 | =    90 =   3  10           Á r e a   d e   B C D   =   3  10 2


  h   =   3 V  á r e a =   3 ·  4    3  10 2 =   12   ·  2  3  10 =  24  3  10 =  8   10


  h   =   3 V  á r e a =   3 ·  4    3  10 2 =   12   ·  2  3  10 =  24  3  10 =  8   10


   8   10 =   8  10 10 =   4  10 5


   7 2


    9  2 2


   1 5


    3  35 7


    c 2


     3 3


     3 3


     3 3


   3 2


   8 3

