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ANTES DE COMECAR

Abertura

| Como a prova funciona

Os problemas da prova sao publicados antes. No dia, um deles é sorteado. Vocé o resolve e o explica no
quadro, em 12 minutos.

A nota esta na explicagao. Resultado certo sem o caminho vale pouco. Caminho claro, dito em voz alta e
escrito com ordem, vale muito.

Por isso este guia ndo pede que vocé decore contas. Pede que vocé entenda a ideia de cada passo e
saiba dizer por que ele é permitido. Os numeros vocé confere no cartdo. A ideia vocé leva na cabega.

TRES HABITOS QUE VALEM NOTA

o Digaoque vai fazer antes de fazer.

e Digapor que o passo é permitido, sempre que aplicar uma regra.
e Confira oresultado de volta antes de passar para o item seguinte.

| Como usar este guia: trés passadas

PASSADA 0 QUE FAZER

1. Ler entendendo Leia a Parte A (a base do zero) e a Parte B (a ideia do problema) de cada
modulo com lapis na mao e sem pressa. Marque o que ndo entendeu e volte a
licdo. Meta: contar a ideia do problema com as suas palavras.

2. Refazer no papel, cobrindo Na Parte C, cubra a coluna “Linha” do quadro, resolva o item no papel e s6
aresolugéao entdo descubra a linha. Onde errar, leia a coluna “De onde veio” e a armadilha.
Meta: chegar ao mesmo resultado sem olhar.

3. Refazerem pé,em voz Use o roteiro da Parte D. Escreva numa folha grande ou num quadro e fale
alta, com cronémetro cada passo como se explicasse a alguém. Meta: fechar o problema inteiro
dentro dos 12 minutos.

| O método em cinco tempos

O O O O o

LER VER FAZER FALAR REFAZER
Leiaoenunciadoea Vejaaresolugado linha Resolvavocé mesmo, Digaem vozaltao que Volte maistardee
ideia do problema. por linha e a origem cobrindo a resolugdo. dira na prova. Use “O refaca do zero, sem
Pergunte: o que esta de cada linha. que dizer”. olhar.

sendo pedido?
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| Mapa dos médulos

Cada mddulo cobre um problema da prova, do comego ao fim. A Parte A ensina a base do zero. As partes
seguintes resolvem, explicam e treinam.

MODULO PROBLEMA ITENS LICOES DA BASE (PARTE A)

1 Fatoragao e Briot-Ruffini 7 Limite: o que &, laterais, infinito e indeterminagao;
Fatoragao: produtos notaveis e Briot-Ruffini

2 Racionalizagao e 7 Racionalizagdo e conjugado; Continuidade em um ponto
continuidade

3 Limite trigonométrico 8 Limite trigonométrico fundamental
fundamental

4 Limite exponencial 7 Numero e e limite exponencial fundamental
fundamental

5 Assintotas verticais e 9 Assintotas: retas que a curva persegue
horizontais

| Como ler os simbolos e as palavras

A primeira tabela traz os simbolos que aparecem no guia e como se leem em voz alta. A segunda reline
0 vocabulario dos modulos, com a definicdo curta de cada termo. Na prova vocé precisara dizer essas
palavras, entdo vale lé-las em voz alta.

SIMBOLO COMO SE LE 0 QUE QUER DIZER

lim, ,, f(z) limite de f de x, quando x O numero de que f(x) se aproxima quando x chega
tendeaa perto de a, sem valer a.

T —a X tende a a pela esquerda x chega perto de a por valores menores que a. E o

limite lateral esquerdo.

x—a’ X tende a a pela direita x chega perto de a por valores maiores que a. E o limite
lateral direito.

T — 00 X tende ainfinito X cresce sem parar. Infinito ndo € numero: € o nome
dessa diregéo.

9 zero sobre zero Indeterminac&o. N&o é numero e n&o € o limite. Pede

0 fatoragéo ou conjugado.

|z] modulo de x A distancia de x até o zero. Vale x se x é positivoe —x
se X é negativo.

x#2 x diferente de 2 X pode chegar perto de 2, mas nao vale 2.

VT raiz quadrada de x O numero ndo negativo cujo quadrado é x. SO existe
para X ndo negativo.

zceA ¢ A X pertence a A, x hdo Diz se o numero esta ou ndo esta no conjunto.

pertence a A
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SIMBOLO

AUB, ANnB

< 2

=, <

A

senzx, tgx

s

e

+

LIMITES

COMO SE LE

A unido B, A intersecéo B

menor ou igual, maior ou igual

implica, se e somente se

delta

senode x, tangente de x

pi

numero e

aproximadamente

mais ou menos

Vocabulario dos médulos

TERMO

DEFINICAO CURTA

ABERTURA

0 QUE QUER DIZER

Juntar os dois conjuntos. Ficar s6 com o que é comum
aos dois.

O extremo entra. No intervalo, vira colchete.

Do lado esquerdo sai o direito. No segundo, a conta
vale nos dois sentidos.

O discriminante de uma equagéo do 2° grau. Diz
gquantas raizes reais ela tem.

A tangente é o seno dividido pelo cosseno.

Angulo medido em radianos: pi corresponde a meia
volta no circulo.

Uma constante fixa, que aparece como limite de (1 +
1/u)* quando u tende a infinito.

Vale quase isso. Usado quando o valor foi
arredondado.

Duas respostas de uma vez, como as duas raizes de
uma equagao do 2° grau.

assintota

assintota horizontal
assintota vertical
base

bilateral
Briot-Ruffini
conjugado

continua
continuaem a

descontinuidade removivel
diferenca de quadrados

discriminante
dominio
equivaléncia
equivalentes
expoente

fator

fungao continua
fungéo impar
fungéao par
funcéao por partes
horizontal

identidade fundamental

GUIA DA P2 -

CALcuLo 1 -

Reta da qual a curva chega cada vez mais perto sem tocar.

Reta y=L da qual a curva se aproxima quando x vai ao infinito.
Reta x=a onde o grafico dispara para cima ou para baixo.
O numero que é elevado: em a*, € 0 a.

Aproximagéo dos dois lados do ponto: pela esquerda (0) e pela direita (0).

Dispositivo curto de divisdo de polindmio por (z —r).

A expressdo a+bem relagdo a a — b: mesmo par de termos com o sinal do meio

trocado.

Funcgéo cujo limite em um ponto € igual ao valor nele; permite substituir.
Valor existe, limite existe e os dois sdo iguais.

Buraco ou ponto solto, gue se conserta redefinindo o valor no ponto como o limite.

Aférmula (a —b)(a +b) = a®> — b
A = b? — 4ac: diz se ha raizes reais na equagéo do segundo grau.

Conjunto dos valores de = para os quais a expressao existe.

Duas expressbes que valem o mesmo para todo x onde a condigao é satisfeita.

Duas expressdes com o mesmo valor para todo z em que ambas fazem sentido.

O numero que diz quantas vezes multiplicar: em a®, é o n.

Cada parcela de um produto: em (z — 2)(z 4 2), os fatoressdoz —2e z + 2.

Sem buraco nem salto no ponto: valor existe, limite existe e sdo iguais.
Fungéo com g(-x)=-g(x). Grafico simétrico em relagéo a origem.

Fungé&o com g(-x)=g(x), simétrica pelo eixo vertical.
Funcéo com regras diferentes em partes diferentes do dominio.
Reta y=L, da qual a curva se aproxima quando x vai ao infinito.

sen® z +cos? ¢ = 1, verdadeira para todo z.

© Ulysses Cesar



GUIA DA P2 - CALCULO 1

TERMO

indeterminagao

indeterminagao 1 elevado a

infinito

infinito

juros compostos
lateral

limite

limite fundamental
limite lateral
limite no infinito
moédulo

mudanga de variavel
numero e

poténcia de poténcia
produto notavel
quociente
racionalizar
radiano

radicando

raiz

resto

tangente

vertical
vizinhanga
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LIMITES ABERTURA

DEFINIGAO CURTA

Forma como 0/0, que ndo da o valor do limite e exige trabalho.
Base indo a 1 e expoente a infinito. O valor ndo esta pronto.

N&o é numero: x — oo quer dizer z crescendo sem parar.

Juros calculados sobre o valor ja com juros anteriores.

Aproximagé&o por um lado sé: esquerda (a~) ou direita (a™).

Valor de que a fungao se aproxima quando x chega perto de um ponto.

]in% senu/u = 1,com u em radianos.
U—>

Aproximag&o so por um lado: z — 2~ (esquerda) ou z — 27 (direita).

Valor de que a fungéo se aproxima quando x cresce sem parar.

Distancia até o zero. Sempre maior ou igual a zero. Escreve-se |x]|.

Trocar z por outra variavel (como u = 3z) para cair numa forma conhecida.
Constante cerca de 2,718, limite de (1 + 1/u)"

(a™)™ = a™: elevar uma poténcia a outro expoente.

Produto que aparece tanto que ganhou férmula pronta.

Resultado da divisdo. No Briot, sdo os numeros da linha de baixo, menos o resto.
Multiplicar em cima e embaixo pelo conjugado para eliminar a raiz.
Medida de angulo igual ao comprimento do arco no circulo de raio 1.

O que fica dentro da raiz: em vz +5,é = + 5.

Valor de = que zera o polindémio.

Ultimo numero do Briot: vale P(r).

Seno dividido por cosseno; ndo existe onde o cosseno é zero.

Reta x=a,onde a curva dispara para cima ou para baixo.

Os valores de x perto de um ponto, sem incluir o ponto.
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MODULO 1 - PROBLEMA 1

Fatoracao e Briot-Ruffini

7 ITENS - 10,0 PONTOS

NESTE MODULO

A A base do zero E Erros comuns

B A ideia do problema F Treino em graus

¢ O problema resolvido, item por item ¢ CartOes de reviséo e glossario
D O roteiro dos 12 minutos Gabaritos do modulo

| A-Abase do zero

Estas licdes ensinam, do zero, o que o problema pede. Leia em ordem. Cada licdo termina num exemplo
resolvido com a origem de cada linha e em exercicios (o gabarito esta no fim do moédulo).

Licdo 1: Limite: o que é, laterais, infinito e indeterminagéao BASE DO ZERO

Depois desta licdo vocé explica o que é um limite, distingue lateral esquerdo e direito, e
reconhece uma indeterminagao 0/0.

Aproximar sem chegar

Imagine andar até uma porta dando passos cada vez menores: 1 metro antes, meio metro antes, 1

centimetro antes. O limite pergunta: de onde vocé esta chegando? Nao pergunta o que acontece dentro

da porta.

Em matematica: lin% (z) = L quer dizer que, quanto mais = chega perto de 2 (sem valer 2), mais f(z)
T—

chega perto de L.

Dois lados: esquerda e direita

Podemos chegar em 2 por numeros menores (1,9; 1,99; 1,999): é x — 27, o limite lateral esquerdo. Ou
por maiores (2,1; 2,01; 2,001): é z — 27, o lateral direito.

O limite existe quando os dois laterais ddo o mesmo numero. Para a aproximagao valer, o dominio precisa
ter numeros dos dois lados do ponto.

Quando z vai para o infinito

T — oo quer dizer: x cresce sem parar (1, 100, 10000, ...). S6 ha um sentido, entdo ndo existem laterais.

Também ha £ — —oo, com x negativo cada vez maior em modulo. Nos dois casos, o limite é o valor para
onde f(x) caminha.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar 8
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A forma indeterminada 0/O

- . 0 X . N
Substituindo o ponto, as vezes aparece 0 Isso nao é um numero. Significa que o numerador e o

denominador se anulam juntos, e que provavelmente ha um fator comum, como (z — 2), escondido.
Chamamos de indeterminagao: o limite pode existir, mas a substituicdo ndo o revela.

Se o numerador ndo zera e o denominador zera, € outra histéria: o valor cresce sem limite (infinito).

Funcdes iguais fora do ponto tém o mesmo limite

O limite em 2 nunca usa o proprio 2, s6 os vizinhos. Entdo se duas expressdes séo iguais para todo = # 2,
elas tém o mesmo limite em 2, mesmo que uma delas nem exista em 2.

E isso que permite trocar a fragdo dificil por uma fragdo simplificada: elas so diferem no ponto x = 2.

Exemplo resolvido

ENUNCIADO
2
.oxt—1
Calcule lim .
z—1 ¢ — 1
N° LINHA DE ONDE VEIO
1 _ 1 0 . . N . . . . . ~ .
01 r=1: — — (indeterminag&o) Substituir primeiro: apareceu 0/0, entéo é
1-1 0 preciso fatorar.
02 2 —1=(z—1)(z+1) Diferenga de quadrados no numerador.
03 (z—1)(z+1) —r1 (@ # 1) C.ancelar o fator x menos 1 so vale para x
z—1 diferente de 1.
04 lim 2 —1 _ lim(w n 1) ) AAs duas fungégs séo iguais. fo.ra de'1,entéo
z—1 £ — 1 z—1 tém o mesmo limite; substitui na simples.

Exercicios da ligao

Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do médulo.
Al O que quer dizer lin% f(z) =57
xr—
(a)  f(x) chega perto de 5 quando z chega perto de 2
) f(2)=5

(c) =z vale 5quando f vale 2

A2 Calcule lim(x + 2).
z—2
L=
2 p—
A3 Calcule = 1 emz = 1,01.
z—1
valor =

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar 9
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A4 Oqueézxz —37?
(a) x chega perto de 3 por valores menores que 3
(b) 2 chega perto de 3 por valores maiores que 3
(c) z chega perto de menos 3

A5 z? —

9
Ao substituir z = 3 em sai 0/0. Isso é..

(a) indeterminagao: preciso trabalhar a expressao
(b) o limite, que vale O

(c) prova de que o limite ndo existe

A6 Qual linha esta errada?
D lim -9
=3 T — g)
2) :f) =3: 0
3) 6 -0

4)  logo o limite vale 0

Linha errada:

A7 Por que néo existem limites laterais em z — 0o?
(a) Porque s6 ha um sentido: x cresce sem parar
(b) Porque o limite é infinito

(c) Porque infinito € um numero

A8 Duas fungbes séo iguais para  # 4. Uma delas vale = + 1. Qual o limite comum quando z — 4?
L=
Licdo 2: Fatoragao: produtos notaveis e Briot-Ruffini BASE DO ZERO

Depois desta ligdo vocé fatora diferenga de quadrados, usa Briot-Ruffini com uma raiz e explica
por que uma raiz real & Unica.

Fatorar é desmontar um produto

Fatorar € escrever uma soma como multiplicagdo. Como 6 = 2 - 3, também z2 — 4 = (z — 2)(z + 2).
Cada parte multiplicada é um fator. Fatorar ajuda porque um fator igual em cima e embaixo de uma
fragdo pode ser cancelado.

Produtos notaveis

Trés produtos que valem decorar a ideia:

« Diferenga de quadrados: a? — b* = (a — b)(a + b). O termo do meio some: +ab — ab = 0.
 Quadrado da soma: (a + b)? = a* + 2ab + b*.
e Quadrado da diferenga: (a — b)? = a® — 2ab + b

Exemplo: z° — 25 = 2° — 5% = (z — 5)(z + 5). Sempre confira multiplicando de volta.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar 10
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Raiz da fator

Raiz de um polindmio é um valor que o zera. Se P(r) = 0, entdo (z — r) é fator de P. Exemplo: P(z) =

MODULO 1

x? — 5z +6zeraemaz =2 (4 — 10 + 6 = 0), entdo (z — 2) é fator: P = (z — 2)(z — 3).

Atengao ao sinal: raiz 2 da fator z — 2, raiz —1 da fator z + 1.

Briot-Ruffini, passo a passo

E a divisdo de um polinémio por (z — r) numa tabelinha. Regra: baixa o primeiro coeficiente; cada
numero novo é o de cima mais r vezes o de baixo a esquerda. O Ultimo é o resto, que vale P(r).

Se o resto é 0, os numeros de baixo (sem o resto) sdo os coeficientes do quociente, de grau um a menos.

Raiz real Ginica: o discriminante do quociente

Depois de P = (z — r) ¢(z), as outras raizes de P s&do as de g. Se ¢ é do segundo grau, calcule A =
b> — 4ac. Se A < 0, g ndo tem raiz real, e r € a Unica raiz real de P. Se A > 0, ha outras.

Exemplo resolvido

ENUNCIADO

Fatore P(z) = x3 — 6x2+ 11z — 6 sabendo que x = 3 é raiz, e diga se ha outras raizes reais.

N° LINHA DE ONDE VEIO

01 P(3)=27—-54433—-6=0= (z— 3)éfator Testa a raiz dada: da zero, logo x menos 3 é
fator.

02 3]1 -6 11 —6 Briot: baixa 1; 1 vezes 3 menos 6 da menos

[1 -3 2 0 3; menos 3 vezes 3 mais 11 da 2; 2 vezes 3

menos 6 da 0.

03 P(z) = (z — 3)(z® — 3z + 2) Resto zero: escreve o fator vezes o
quociente.

04 A=(-3%-4-1-2=1>0=hamaisraizesreais (1 e Delta positivo: 0 quociente ainda tem raizes

2) reais, entdo 3 néo € a Unica.

Exercicios da ligdo
Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do modulo.
A9 Fatore z2 — 36 = (z — a)(z + a). Quanto vale a?
a=
A10  Qual € a fatoragéo de z? — 9?
(a) (z—3)(z+3)
(b) (z — 3)?
© (z—9)(z+1)

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar
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A1l Qual linha esta errada?
1) (z+4)?
2) =g%4+4
3) certoéx®+ 8z + 16

Linhaerrada: _____

MODULO 1

A12  Ponha o Briot-Ruffini de z® — 622 + 11z — 6 com raiz 3 em ordem.

A 2.34(—6)=0
B 1-34(—6)=-3

C baixa o 1

D P(z) = (z —3)(2* — 3z + 2)

E -3-3+11=2

Ordem certa:

Al3 Briot-Ruffini com raiz 2 em z3 — 622 + 11z — 6: qual o resto?

resto =

Al4  Em P = (z — 1)(z® + 2z + 5), por que 1 é a Unica raiz real?

(a) A =4-20= —16 < 0: 0 quociente néo tem raiz real

(b)  Porque 1 € o menor numero

(c) Porque A =16 >0

A15  Calcule A de 22 — 4z + 7.
A —

Al6 x3 — 7x?+ 192 — 21

Nivel da prova: calcule linil))
xr—r

L=

Se precisar, volte a

DR . Dica: Briot com 3 da quociente 22 — 4z + 7.
2 _

PRE-REQUISITOS

O problema também usa estas ligdes. Se algum termo travar a leitura, volte aqui antes de seguir.

LIGAO

0 QUE ELA DA

Fracdes

Equacgao do 2° grau

Intervalos

As trés proibigées do dominio

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

Depois desta licao vocé simplifica, soma fragdes e transforma numero
mais fragao, ou divisdo de fragao por fragdo, em um unico quociente.

Depois desta licdo vocé calcula A, usa Bhaskara e resolve 2=k
direto, sem formula.

Depois desta licao vocé |é e escreve qualquer intervalo,com colchete,
paréntese, infinito e a notagao de conjunto.

Vocé aprende as trés coisas que nunca podem acontecer numa conta:
dividir por zero, tirar raiz quadrada de negativo e usar logaritmo fora
das condi¢des.
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| B:-Aideia do problema
Enunciado completo

PROBLEMA 1

Problema 1. Considere o limite
. 23— 10x2 + 40z — 48

lim .
r—2 .’1,‘2 —4

Parte 1: por que o limite nao sai por substituicao.

e (a) [1,0] Avalie os polindbmios (hnumerador e denominador) em z = 2 e mostre que ha uma
indeterminagéo.

e (b) [1,6] Escreva o dominio da expressdo em notacao de intervalo e verifique se as aproximagdes
r — 2 ex — 2" sdo possiveis.

Parte 2: fatorar para desfazer o zero.

e (c) [0,8] Fatore 22 — 4 por produtos notaveis.
e (d) [1,8] Fatore 23 — 1022 + 402 — 48, sabendo que z = 2 é raiz.
e (e) [1,8] Explique por que £ = 2 € a Unica raiz real desse polindmio.

Parte 3: simplificar e concluir.

e (f) [1,4] Reescreva a fragao usando (c) e (d) e diga quando a equivaléncia vale.
e (g) [1,6] Explique por que os limites quando x — 2 da expressao inicial e da final s&o iguais e
determine o valor.

A IDEIA

Ao trocar z por 2 a fragao vira 0/0, que ndo € um valor: € um sinal de que existe um fator (z — 2)
escondido em cima e embaixo. Fatoramos o denominador por produto notavel e o numerador por
Briot-Ruffini, cancelamos (z — 2) (permitido porque no limite  chega perto de 2, mas nunca é 2) e
substituimos na fragdo que sobrou. O limite vale 3. O segredo da nota: dizer sempre quando cada
passo vale.

O que é esse limite e por que da 0/0

Limite responde: de que numero a expressdo se aproxima quando x chega perto de 2, sem nunca valer 27
Nao pergunta quanto vale em 2.

Trocar z por 2 d& zero em cima e zero embaixo. 0/0 ndo é numero: € uma indeterminagéo. Quer dizer
"ainda nao sei", e o limite pode existir. Aqui ele existe, e o grafico tem um buraco em x = 2 com os dois
lados chegando no mesmo valor.
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Fatorar para tirar o zero: produto notavel e Briot-Ruffini

Se z = 2 zera o polinémio, entdo (z — 2) é um fator dele. Para o denominador, z? — 4 = (z — 2)(z + 2)
(diferenga de quadrados). Para o numerador de grau 3, usamos o dispositivo de Briot-Ruffini:
escrevemos os coeficientes, baixamos o primeiro, e cada numero novo é coeficiente de cima + raiz vezes
0 numero anterior de baixo.

O ultimo numero é o resto. Resto O confirma que 2 é raiz. Os outros niumeros sédo os coeficientes do
quociente z2 — 8z + 24.

Por que a raiz real é Gnica

P(z) = (z — 2)(2? — 8z + 24) vale zero quando um dos fatores vale zero. O primeiro da z = 2. O
segundo é uma equagéo do segundo grau: A = (—8)? —4-1-24 = —32. Como A < 0, ndo existe raiz
real. Logo x = 2 é a Unica.

Por que podemos trocar a fragdo e o que o limite enxerga

Cancelar (z — 2) é dividir por  — 2, proibido em = = 2. Entdo as duas fragdes séo iguais paraz # 2. 0
limite sO olha os valores de = perto de 2, nunca o proprio 2. Fora de x = 2 as fungdes sdo a mesma,
entdo o limite € o mesmo. Na fragéo final o denominador z + 2 vale 4 em z = 2, e a substituigdo direta
funciona.

| C-0 problema resolvido, item por item

Cada item traz a pergunta, o quadro com a origem de cada linha, o que dizer em voz alta, por que o
método funciona, a armadilha e as ideias-chave.

Item a 1,8 PONTO

PERGUNTA

Avalie os polindbmios em x = 2 e mostre que € indeterminagao.

Ne LINHA DE ONDE VEIO
01 N(2)=2-10-22+40-2— 48 Troca x por 2 no numerador N.
02 N(2)=8-40+80—-48=0 Conta: 8 menos 40 mais 80 menos 48 da
zero.
03 D(2)=2"-4=4-4=0 Troca x por 2 no denominador D: 4 menos 4.
04 N(2) _ 0 Junta os dois resultados na fragéo.
D(2) 0
05 Nomeia o que apareceu: zero sobre zero nao

0, . L - _—
— é indeterminagao: o limite pode existir
0 é valor.

0 QUE DIZER

Chamo de N o numerador e de D o denominador. Troco X por 2 no numerador: oito menos quarenta
mais oitenta menos quarenta e oito da zero. No denominador: quatro menos quatro da zero. Ficou
zero sobre zero. Isso € uma indeterminagdo: nao € o valor do limite, s6 mostra que preciso fatorar.
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POR QUE FUNCIONA
Substituir € o primeiro teste de qualquer limite. Se o denominador desse zero e o numerador néo, o
limite seria infinito. Zero sobre zero é diferente: indica um fator comum que se anula nos dois.

ARMADILHA
Escrever 0/0 = 0 ou "o limite ndo existe". Zero sobre zero ndo é numero e néo prova nada: so6 diz
que o limite ainda n&o foi calculado.

IDEIAS-CHAVE

e Primeiro teste: substituir x pelo ponto.

e Zero sobre zero é indeterminag&o, ndo € zero e ndo € inexisténcia.
¢ Indeterminacgéo quer dizer: preciso fatorar, o limite pode existir.

Item b 1,6 PONTOS

PERGUNTA
Dominio em intervalo; x—2~ e x—2" sdo possiveis?

N° LINHA DE ONDE VEIO

01 P —4#0 Divisdo exige denominador diferente de zero.
02 P44 > x4 -2ex#2 X ao quadrado igual a 4 tem duas solugdes.
03 D = (—00,-2)U(-2,2)U(2,+00) A retainteira menos dois pontos vira trés

intervalos abertos.

04 2 ¢ D, mas hapontos de D tdo perto de 2 quanto se Limite n&o exige que o ponto esteja no
queira dominio, s6 que dé para chegar perto.
05 x — 27: possivel, por exemplo 1,9; 1,99; 1,999 Chegando por nimeros menores que 2, que

estdo no dominio.

06 x — 2%: possivel, por exemplo 2,1; 2,01; 2,001 Chegando por numeros maiores que 2, que
estéo no dominio.

0 QUE DIZER

O denominador ndo pode ser zero. x ao quadrado menos quatro diferente de zero da x diferente de
menos dois e diferente de dois. O dominio é a reta sem esses dois pontos: de menos infinito até
menos dois, de menos dois até dois, e de dois até mais infinito, todos abertos. O dois ndo esta no
dominio, mas os intervalos vizinhos chegam perto dele dos dois lados. Por isso posso me aproximar
de dois pela esquerda e pela direita.

POR QUE FUNCIONA

Limite exige que x possa chegar tdo perto do ponto quanto quisermos, mas nao exige que o ponto
esteja no dominio. Como o ponto 2 tem intervalos do dominio dos dois lados, os limites laterais
fazem sentido.
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ARMADILHA

Esquecer 0 —2: z2 = 4 tem duas solugdes. E achar que, como 2 nao esta no dominio, ndo da para
se aproximar dele.

IDEIAS-CHAVE

e Dominio: tudo menos o que zera o denominador.

e X ao quadrado igual a 4 da dois pontos fora: 2 € menos 2.

o Lateral esquerda e direita s6 pedem numeros do dominio dos dois lados.

Itemc 0,8 PONTOS
PERGUNTA
Fatore x2-4.
Ne LINHA DE ONDE VEIO
01 22— 4 =g 22 Reconhece 4 como 2 ao quadrado.
02 a?-b=(@a—-0b)a+bd), a==z, b=2 Usa a regra da diferenga de quadrados com

aiguala xebiguala 2.

03 22 —4=(z—2)(z +2) Escreve o produto.
04 conferéncia: (z — 2)(z +2) = 2> + 22 — 2z — 4 = z° — Confere multiplicando: o meio se cancela.
4

0 QUE DIZER

Quatro é dois ao quadrado, entdo x ao quadrado menos quatro € uma diferenga de quadrados.
Diferenga de quadrados € a menos b vezes a mais b, com a igual a x e b igual a dois. Fica x menos
dois vezes x mais dois. Confiro multiplicando: os termos do meio se cancelam e sobra x ao
quadrado menos quatro.

POR QUE FUNCIONA
Ao multiplicar (a — b)(a + b), os termos +ab e —ab se cancelam e sobra a? — b% Por isso a diferenga
de quadrados sempre se fatora assim.

ARMADILHA
Escrever (z — 2)2. O quadrado da diferenga tem termo do meio —4zx e da z? — 4z + 4.

IDEIAS-CHAVE

e Dois quadrados com sinal de menos entre eles se fatoram.

e a ao quadrado menos b ao quadrado é a menos b vezes a mais b.
o Sempre conferir multiplicando de volta.
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Item d 1,8 PONTOS

PERGUNTA
Fatore o numerador sabendo que 2 é raiz.

Ne LINHA DE ONDE VEIO
01 P(z) = z® — 102® + 40z — 48, P(2)=0= (z—2)¢é Raiz 2 garante o fator x menos 2.
fator
02 2 | 1 —10 40 —48 Tabela montada: raiz a esquerda,
| 1 -8 24 0 coeficientes em cima, resultados embaixo.
03 1;, 1-24(-10)=—-8; —8-2+40=24 Baixa 0 1; depois cada nimero é o de cima

mais raiz vezes o de baixo.

04 24 -2 + (—48) = 0 (resto 0: 2 é mesmo raiz) Resto 0 confirma que 2 € mesmo raiz
05 P(z) = (z — 2)(z* — 8z + 24) Resultado: fator x menos 2 vezes o
quociente.
06 conferéncia: (z — 2)(z? — 8z + 24) = 2® — 82 + 24z —  Conferéncia: multiplicar de volta e recuperar
2z° + 16z — 48 = z° — 102? + 40z — 48 o polinémio.

0 QUE DIZER

Como dois é raiz, x menos dois é fator. Uso Briot-Ruffini com a raiz dois. Escrevo os coeficientes um,
menos dez, quarenta e menos quarenta e oito. Baixo o um. Um vezes dois mais menos dez da
menos oito. Menos oito vezes dois mais quarenta da vinte e quatro. Vinte e quatro vezes dois menos
quarenta e oito da zero: o resto é zero, o que confirma a raiz. O quociente é x ao quadrado menos
oito x mais vinte e quatro. Entdo o polinbmio & x menos dois vezes esse quociente. Confiro
multiplicando de volta.

POR QUE FUNCIONA

Dividir P(x) por (z — 2) d4 um quociente g(z) e um resto. Como 2 é raiz, o resto ¢ 0, e P(x) =

(z — 2) g(x). O Briot-Ruffini & so a divisdo por (z — r) feita de forma curta: cada numero novo é o
coeficiente de cima mais r vezes o numero anterior de baixo.

ARMADILHA
Errar a conta de sinais (por exemplo —8 - 2 + 40) e esquecer que o fator é (z — 2), ndo (z + 2).
Sempre confira multiplicando de volta.

IDEIAS-CHAVE

e Raiz r da o fator x menosr.

Briot: baixa o primeiro e depois cada numero € o de cima mais r vezes o anterior.

O ultimo numero é o resto: tem de ser zero.

Os outros numeros sao os coeficientes do quociente.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar 17



GUIA DA P2 -

Item e

CALCULO 1 - LIMITES

PERGUNTA

Por que 2 é a unica raiz real?

LINHA

MODULO 1

1,8 PONTOS

DE ONDE VEIO

01

02

03

04

05

06

07

08

GUIA DA P2

P(z) = (z — 2)(z* — 8z + 24)
produto é zero s6 se um fator é zero
r—2=0= x=2

2> —8x+24=0 (a=1, b= —8, c = 24)

A=b"—dac=(-8)*—4-1-24
A=64—96=-32
A < 0 = osegundo fator ndo tem raiz real

Unicaraizreal: z = 2

0 QUE DIZER
O polindbmio é x menos dois vezes X ao quadrado menos oito x mais vinte e quatro. Um produto sé é
zero se um dos fatores é zero. O primeiro fator da x igual a dois. No segundo calculo o
discriminante: b ao quadrado, que é sessenta e quatro, menos quatro a ¢, que & noventa e seis. Da
menos trinta e dois, negativo. Delta negativo quer dizer que a parabola ndo toca o eixo x, entdo néo
ha raiz real. Sobra sé o dois.

POR QUE FUNCIONA
A férmula de Bhaskara tem +/A. Se A < 0, a raiz quadrada nao é real, e ndo ha solugéo real.
Graficamente, a parabola 2 — 8z + 24 fica toda acima do eixo z (seu valor minimo é 8, em z = 4).

ARMADILHA
Errar o sinal: 64 — 96 = —32, ndo 32. Também é erro dizer "tem duas raizes" sem calcular A, ou
"X=2 é unica" sem explicar o segundo fator.

IDEIAS-CHAVE

e Produto zero s6 se um fator zero.
e Delta mede se a equagéo do segundo grau tem raiz real.
e Delta negativo: a parabola ndo toca o eixo, sem raiz real.

- CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

Parte da fatoragéo do item d.
Regra do produto zero.
O primeiro fator da araiz 2.

O segundo fator é uma equagéo do segundo
grau; identifica a,b e c.

Monta o discriminante.
Faz a conta: 64 menos 96.
Delta negativo: sem raiz real.

Conclusao: s6 sobra o 2.
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Item f

PERGUNTA

Reescreva a fragéo e diga quando a equivaléncia vale.

MODULO 1

1,4 PONTOS

Ne LINHA DE ONDE VEIO
01 2 —102% + 40z — 48 (z — 2)(2® — 8z + 24) Troca numerador e denominador pelas
z2 —4 (x —2)(z + 2) formas fatoradas.
2 .
x* —8x+ 24

02 _ + (cancelei 2 — 2, entdox £ 2) Cancela o fator x menos 2, que so pode ser

T+ 2 zero em x=2.
03 z? — 8z + 24 Da nome a fungao simplificada.

9(z) = —————
T+ 2

04 vale paraz # 2 (e x # —2, onde nenhuma existe) Diz onde a troca vale.

0 QUE DIZER

das duas existe.

POR QUE FUNCIONA

mesma fung¢ao, apenas iguais fora de x = 2.

ARMADILHA

IDEIAS-CHAVE

e Cancelar é dividir: sé vale se o fator ndo é zero.
e A troca vale para x diferente de 2.

e A funcgao simplificada existe em 2, a original néo.

ltem g

PERGUNTA
Por que os limites coincidem? Valor.

Troco o numerador e o denominador pelas formas fatoradas. Cancelo x menos dois em cima e
embaixo. Sobra x ao quadrado menos oito X mais vinte e quatro, sobre x mais dois. Essa troca so
vale quando x menos dois ndo é zero, ou seja, para x diferente de dois. Em menos dois nenhuma

Cancelar é dividir os dois lados por = — 2. Dividir por zero ndo existe, entdo a igualdade so6 vale
onde z — 2 # 0. Em z = 2 a fragéo original nao existe, enquanto a final vale 3. Por isso ndo sdo a

Dizer que a igualdade vale "para todo x". Falta a condigdo = # 2 (e © # —2).

1,6 PONTOS

Ne LINHA DE ONDE VEIO

01 f(z) = g(z) para todo = # 2 Igualdade fora de 2.

02 o limite s6 usa z pertode 2, nuncaz = 2 O limite s6 olha perto de 2,ndo em 2.
03 %gr% f(z) = %613% g(z) Logo os limites coincidem.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar
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N° LINHA DE ONDE VEIO

04 g é quociente de polinémios e Dy(2) =2+2=4#0 g pode ser calculada por substituigédo
porque o denominador n&o zera.

05 lim g(z) — 22 - 8.2+24 Substitui x por 2.
a9\ = 2+ 2
06 _4-16+24 12, Conta: 12 dividido por 4.
4 4
07 pela esquerda e pela direita o limite é 3, mas f(2) n&o Fecha a conclusao e separa limite de valor.
existe

0 QUE DIZER

As duas expressdes sao iguais para todo x diferente de dois. O limite quando x tende a dois s6 olha
valores de x perto de dois, sem nunca usar o préprio dois. Entdo os limites s&do iguais. A expressao
final € um quociente de polindmios com denominador diferente de zero em x igual a dois, entdo
posso substituir. Dois ao quadrado menos dezesseis mais vinte e quatro da doze, dividido por quatro
da trés. O limite é trés. Isso ndo quer dizer que a fungéo original vale trés em dois: ela nem existe |a.

POR QUE FUNCIONA

O limite descreve o comportamento perto do ponto, ndo o valor nele. Duas fungdes que coincidem
em todos os pontos vizinhos de 2 (menos o proprio 2) tém o mesmo limite. A expressao simplificada
é continua em 2, entédo o limite é o valor dela.

ARMADILHA

Confundir limite com valor: dizer f(2) = 3. O grafico tem um buraco em (2, 3): o limite é 3, mas f(2)
néo existe.

IDEIAS-CHAVE

e |guais fora do ponto, mesmo limite.
e O limite nunca usa o proprio ponto.
e Limite 3, mas f(2) ndo existe.

| D-Oroteiro dos 12 minutos

O tempo total é de 12 minutos, dividido em faixas proporcionais aos pontos de cada item. Treine olhando
o relogio.

TEMPO ITEM 0 QUE FAZER

0:00 a 1:12 a Iltem a: escreva N(2) e D(2), dé os dois zeros, escreva 0/0 e diga "indeterminagéo, néo
€ o valor do limite".

1:12 a 3:07 b Item b: denominador diferente de zero, x diferente de 2 e de menos 2, os trés
intervalos abertos; diga que ha pontos do dominio dos dois lados de 2.

3:07 a 4:05 c Iltem c: diferenga de quadrados, aigual a x, b igual a 2, fatoragao e conferéncia rapida.
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TEMPO ITEM 0 QUE FAZER

4:05 a 6:14 d Item d: desenhe o quadro do Briot-Ruffini, diga cada conta em voz alta, resto zero,
escreva o quociente e a fatoragao.

6:14 a 8:24 e Item e: produto é zero se um fator & zero; x=2; Delta do quociente igual a menos 32;
sem raiz real; Unica raiz x=2.

8:24 a 10:05 f Item f: reescreva com os fatores, cancele x menos 2 e diga "vale para x diferente de
2",

10:05 a 12:00 ¢ Iltem g: iguais fora de x=2, limite ndo usa x=2, substitua na final, resultado 3 e lembre

que f(2) ndo existe.

MACETES DE QUADRO

pontos.

de seguir.

| E-Erros comuns

¢ Fale a condigao: toda vez que cancelar, diga "para x diferente de 2". E isso que o professor cobra.
e Confira de volta: multiplique os fatores e veja se reproduz o polindmio. Leva 20 segundos e salva

¢ Resto primeiro: no Briot, se o ultimo numero néo é zero, a raiz esta errada. Refaga a conta antes

Os erros abaixo custam ponto de verdade. Compare a coluna “Escreveu” com a coluna “O certo” e leia o

porqué.

ITEM ESCREVEU

0 CERTO

POR QUE

0
a - =0
0
b D = (—00,2)U (2, +00)
d —8-2+40 =56
e A =64—-96=232
g f2)=3

0
A é indeterminagéo

D = (—o0,-2)U(-2,2) U
(2, 4+00)

—8-2+40=24
A =64—-96=-32

lim f(z) =3, f(2) ndo existe

T—2

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

Zero sobre zero ndo é numero. Sé indica
que existe um fator comum que se anula.

z? = 4 tem duas solugdes, 2 e —2. As
duas anulam o denominador.

—8-2=—-16,e —16 + 40 = 24. Sinal
trocado estraga o quociente e o resto
deixa de ser zero.

64 — 96 é negativo. A < 0 é justamente o
que prova gue nao haraiz real

O limite fala de x pertode 2. A fungéo
original ndo esta definida em 2, o grafico
tem um buraco.
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| F-Treino em graus

Exercicios novos, com numeros novos. O grau 3 tem o nivel da prova. Resolva no papel e so entao
confira no fim do maddulo.

Grau 1 BASE
2
-9
T Calcule lim z
z—3 1 —
T2 Escreva o dominio de 2_ 5 em intervalos.
$ —
Grau 2 INTERMEDIARIO
3 _6z2+11x—6
T3 Calcule lim z :1:2 + iz , usando Briot-Ruffini.
z—1 s —1
Grau 3 NIVEL DA PROVA
3 — T2+ 192 — 21
Ta Calcule lin% w;r 9 e explique por que 3 é a Unica raiz real do numerador.
T —
x>+ 222+ 5z +4
TS Calcule lim1 + 5 +1 + . Diga o dominio, a fatoragédo e quando a simplificagéo vale.
T—— e —
Confira se entendeu PERGUNTAS RAPIDAS

Perguntas curtas, do passo pequeno ao item inteiro. Responda por escrito antes de olhar o gabarito.

Cc1 ITEM A

2
—4
z 5 sai 0/0. O que isso diz sobre o limite?

Ao trocar x por 2 em
x —

(a) Ainda nao sei o valor: é indeterminagéao
(b) O limite vale O
(c) O limite ndo existe
(d) O limite é infinito
c2 ITEM A

. T —
Em lim
r—3 L4 —

3 . .
5" qual é o primeiro passo?

(a) Substituir z = 3 no numerador e no denominador
(b) Cortar o z de cima com o z2 de baixo

(c) Dizer que o limite vale O porque o numerador é pequeno
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C3

C4

C5

Cé

c7

c8

Cc9

ITEM B

Quais valores de z anulam z2 — 4?
(a) z=2exz= -2
(b) So6x=2
(c) z=4
(d)  Nenhum

ITEM B

z+1

Quantos numeros reais ficam fora do dominio de ———?
(z —1)(z + 4)

Quantidade =
ITEM C
Fatore z? — 25 = (z — a)(z + a). Qual € a?
a =
ITEM C
Por que z2 + 4 ndo se fatora como z2 — 4?
(a) Porque a regra é para diferenga de quadrados, e aqui € soma
(b) Porque 4 nado é quadrado
(c) Porque falta o termoem z
ITEM D
Se P(2) = 0, o que podemos garantir?
(a) (z —2) é fatorde P(z)
(b)  (z + 2) é fator de P(z)
(¢) P(z) =0 para todo z

(d) 2 é a unica raiz

ITEM D

Como conferir que P(z) = (z — 2)(z* — 8z + 24) esta certo?

(a) Multiplicar os fatores e ver se volta 2 — 102? + 40z — 48
(b) Trocar x = 2 no quociente e ver se da 0

(c) Somar os coeficientes do quociente

ITEM E

Calcule A de z2 — 5z + 4.

A =
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(¢] ITEM E

Qual destes quocientes deixaria ainda outra raiz real, além do 2?

(@) z2—-8x+12
(b) 22 —8x+24
(c) x246x+10
(d) z2+1

Cl1 ITEM F

Cancelar (z — 2) em cima e embaixo é permitido quando...

(a) x # 2, pois dividir por zero ndo existe
(b) Sempre, em qualquer z
(c) Séquandoz =2
(d) Quando z > 2
Ci2 ITEM F

Em que ponto a fungao final g existe, mas a original f nao?

(a) =2

(b)) z=-2

() z=0

() =3
C13 ITEM G

Por que lim, 5 f(x) = lim, 2 g(x)?

(a) f e gsaoiguais para todo = # 2, e o limite nunca usa ¢ = 2
(b)  Porque f(2) = g(2)
(c) Porque f vale 3 em todos os pontos
(d)  Porque 0/0 =3
Cla ITEM G

Ponha o item g em ordem.

A

B

C

D

E

Ordem certa:

GUIA DA P2 -

4—-16+4 24
9(2) = — =

f(2) néo existe

li =1l
=
limg=3
T—2

f(z) = g(z), z # 2

CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

MODULO 1

24



GUIA DA P2 - CALCULO 1 - LIMITES

Caga ao erro

Cc15 ITEM B
Qual linha do dominio esta errada?

1) z22—-4#0

2) zr#4

3 z#£2

4) D= (—00,2)U(2,4+00)

Linha errada:

C16 ITEM D
Qual linha do Briot-Ruffini esta errada?

1 1-2+(-10)= -8

2) —8-2+40=56

3) 56-2—48 =64

4)  P(z)=(z—2)(z*— 8z + 56) + 64

Linha errada:

c17 ITEM E
Qual linha do discriminante esta errada?

1) 22 -8zx+24=0

2) A=(-8)?%*-4-1-24
3) A=-64—-96=—-160
4) A < 0 =sem raiz real

Linha errada:

Cc18 ITEM F

Qual linha do item f esta errada?
1) 23— 102 + 402 — 48 = (z — 2)(2® — 8z + 24)
2) 2’ —4=(z—-2)(z+2)
3 (x—2)(z"—8z+24) z°—8z+24
(z —2)(xz+2) z+2
4)  vale para todo x real

Linhaerrada:

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar
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C19 ITEM 6

Qual linha do item g esta errada?

D f(o) = g(o) paras £ 2
2) limf=Ilimg

z—2 T—2
3) . _4—16+24
lim g = 4
4) :Ezg
4

5)  logo f(2) =3

Linhaerrada:

MODULO

| G- Cartoes de reviséo e glossario

Leia a frente do cartdo, responda em voz alta e s6 entao leia o verso.

FRENTE

VERSO

1

O que significa 0/0 ao substituir no
limite?

O que élimite de f quando =z — 2?

Limite precisa que o ponto estejano
dominio?

Como se acha o dominio de uma fragéo?

Fatore a2 — b2.

Se P(r) = 0, qual é um fator de P?

Como se monta o Briot-Ruffini?

O que é o resto do Briot-Ruffini?
O quediz A < 0?

Porque z = 2 éaunicaraiz real do
numerador?

Quando vale cancelar (z — 2)?

Por que os limites das duas expressoes
sao iguais?

Limite igual a 3 quer dizer f(2) = 3?

O que élimite?

Diferengaentre 3~ e 37?
0/0 vale quanto?
CALcULO 1 -

GUIA DA P2 - © Ulysses Cesar

Indeterminagéo: o limite ainda n&o esta calculado e pode existir.
Hora de fatorar.

O numero de que f(z) se aproxima quando z chega perto de 2,
sem valer 2.

N&o. Precisa s6 que existam pontos do dominio tdo perto dele
quanto se queira.

Todos os reais, menos 0s que zeram o denominador.
(a—0b)(a+D).
(x — 7).

Baixa o primeiro coeficiente. Cada numero novo é o de cima mais r
vezes o de baixo. O ultimo é o resto.

O ultimo numero. E P(r). Zero confirma que r é raiz.
A equacéo do segundo grau n&o tem raiz real.

Os fatores s&o (z — 2) e 2% — 8z + 24. 0 segundo tem A < 0.

Para x # 2. Em 2 seria dividir por zero.

Elas séoiguais paraxz # 2 e o limite nuncausax = 2.

N&o. Aqui f(2) nem existe: o grafico tem um buraco em (2, 3).

Para onde a fungdo caminha quando x chega perto de um ponto,
sem valer o ponto.

3~ vem pela esquerda (menores). 3" vem pela direita (maiores).

N&o vale nada: é indeterminacao. Precisa fatorar.
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FRENTE

Funcgdes iguais forade um ponto, eo

CALcuLo 1 -

LIMITES MODULO

VERSO

O mesmo, porgue o limite nunca usa o ponto.

limite?
Fatore a® — b”. (a—b)(a+b).
Se P(r) = 0, qual é um fator? (x— 7).

Regra do Briot-Ruffini?

Como provar que araiz real é Unica?

Glossario do moédulo

TERMO

Baixa o primeiro; cada novo é o de cima mais r vezes o de baixo. O
ultimo é o resto.

Fatora e mostra A < 0 no quociente.

DEFINICAO CURTA

1

Briot-Ruffini
discriminante
dominio
equivaléncia
fator
indeterminagao
infinito

lateral

limite

limite lateral
produto notavel
quociente

raiz

resto
vizinhanga

GUIA DA P2 - CALCULO 1 -

Dispositivo curto de diviséo de polinémio por (z —r).

A = b? — 4ac: diz se ha raizes reais na equagéo do segundo grau.

Conjunto dos valores de = para os quais a expressao existe.

Duas expressdes que valem o mesmo para todo z onde a condigao é satisfeita.
Cada parcela de um produto: em (z — 2)(z 4 2), os fatoressdoz —2e z + 2.
Forma como 0/0, que néo da o valor do limite e exige trabalho.

Nao é numero: x — oo quer dizer x crescendo sem parar.

Aproximagé&o por um lado sé: esquerda (a~) ou direita (a™).

Valor de que a fungao se aproxima quando x chega perto de um ponto.
Aproximagéo sé por um lado: z — 2~ (esquerda) ou z — 2T (direita).
Produto que aparece tanto que ganhou formula pronta.

Resultado da divisdo. No Briot, sdo os numeros da linha de baixo, menos o resto.
Valor de z que zera o polinémio.

Ultimo numero do Briot: vale P(r).
Os valores de z perto de um ponto, sem incluir o ponto.

© Ulysses Cesar
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| Gabaritos do médulo

Resolugdes comentadas do treino

T1

T2

T3

T4

T5

GRAU 1

Emz = 3da0/0. Fatore 2> — 9 = (z — 3)(x + 3). Cancele (z — 3), valido para z # 3. Sobraz + 3, que
vale 6 emz = 3. Limite = 6.

GRAU 1

22— 9+ 0=z # 3ex # —3. Dominio: (—oo, —3) U (—3,3) U (3, +00).

GRAU 2

Emz=1:1-6+11-6=0el—1=0,entd00/0. Briot com raiz 1: coeficientes 1, —6, 11, —6 ddo
1, 5,6 e resto 0. Numerador = (z — 1)(z? — 5z + 6). Denominador = (z — 1)(z + 1). Cancele (z — 1)
22 — 51 + 6 1-5+6

arax # 1) ———— — Emax = 1:
(p #1) 1

= 1. Limite = 1.
GRAU 3

Emz =3:27-63+57—-21=0e9—9 = 0.Briotcom3:1,-7,19,—-21dao 1, —4, 7, resto O.
Numerador = (z — 3)(z* — 4z + 7). A = 16 — 28 = —12 < 0, entdo n&o ha outra raiz real: 3 é a Unica.

a® — 4z +7 9-12+7 4 2
D inador = (z — . land ———.E =3 ——— = - = —.Limit
enominador = (z — 3)(z + 3). Cancelando (z # 3) =13 mz =3 5 g = 3 Limite
—2/3.
GRAU 3

Dominio:z #lexz # —1.Emz=—-1:-14+2-54+4=0el1—1=0,entdo0/0. Briotcom—1:1,2,5,4
ddo 1,1, 4, resto 0. Numerador = (z + 1)(z*> + z + 4),com A = 1 — 16 = —15 < 0. Denominador = (z —

2 4 1-1+4
1)(z + 1). Cancelando (z + 1), valido paraz # —1: ﬂ. Emz = —1: ——re

= —2.Limite = -2
r—1 -2

Gabarito de “Confira se entendeu”

C1

c2

ITEM A

Resposta: (a). Zero sobre zero é indeterminagdo: sinal de fator comum que se anula. S6 depois de fatorar
se descobre o limite.

Se marcou (b): Confundiu: 0/0 n&o é 0. Zero sobre zero ndo & numero.
Se marcou (c): 0/0 ndo prova inexisténcia. Pode existir, e aqui existe.

Se marcou (d): Infinito aparece com denominador O e numerador diferente de 0, ndo com 0/0.

ITEM A
Resposta: (a). A substituicdo d4a 0/0, e isso diz que é hora de fatorar.
Se marcou (b): Cortar termo é proibido: so se cancela fator inteiro.

Se marcou (c): Perto de 3 o denominador também é pequeno. Precisa ver os dois.
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C3

C4

C5

Cé6

c7

c8

c9

cioe

ci1

ITEM B
Resposta: (a). z? = 4 tem duas solugbdes, 2 e menos 2. O dominio tira os dois.
Se marcou (b): Esqueceu que (—2)? = 4 tambeém.
Se marcou (c): Confundiu 22 = 4 com z = 4: é araiz quadrada de 4 que importa.

Se marcou (d): Tem sim: 22 — 4 = 0.

ITEM B
Resposta: Quantidade = 2

Os fatores se anulam em 1 e em menos 4: dois pontos fora.

ITEM C
Resposta:a =5
25 é 5 ao quadrado, entdo z* — 25 = (z — 5)(z + 5).

ITEM C

Resposta: (a). Com soma, o produto (z — 2)(z + 2) ndo serve. A soma de quadrados n&o tem fatoragéo
real

Se marcou (b): 4 é 22. O problema é o sinal

Se marcou (c): Em z? — 4 também n&o ha termo em X, € funciona: o meio se cancela.

ITEM D
Resposta: (a). P(2) = 0 significa resto zero na divis&o por (z — 2), logo é fator.
Se marcou (b): Sinal trocado: raiz 2 da x menos 2, porque 2 menos 2 é zero.
Se marcou (c): S6 garante o zero em x=2.

Se marcou (d): Raiz 2 ndo diz nada sobre outras raizes. Para isso se olha o quociente.

ITEM D
Resposta: (a). Se o produto reproduz P, a fatoragao esta correta.
Se marcou (b): O quociente vale 12 em x=2, ndo 0. A raiz esta no fator x menos 2.

Se marcou (c):1 — 8 + 24 = 17 n&o prova nada.

ITEM E
Resposta: A =9
A=0b2—4ac=25—-16=09.

ITEM E
Resposta: (a). S6 A > 0 daraiz real. Aqui s6 o primeiro tem A > 0.
Se marcou (b): A = —32 < 0: ndo tem raiz real.
Se marcou (c): A = 36 — 40 = —4 < 0: n&o tem raiz real.

Se marcou (d): % + 1 é sempre positivo.

ITEM F
Resposta: (a). A igualdade vale parax # 2 (e x # —2).
Se marcou (b): Em x=2 o fator vale O, e cortar seria dividir por zero.
Se marcou (c): E o contrario: em x=2 n&o pode.
Se marcou (d): Também vale para x menor gue 2. S6 2 fica de fora.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar
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C12

C13

Cl4

C15

C1é6

C17

c18

€19

ITEM F
Resposta: (a). A diferencaentre f egésdéopontox = 2.
Se marcou (b): Em menos 2 o denominador x + 2 de g também zera: nenhuma existe.
Se marcou (c): Em 0 as duas existem e valem 12.

Se marcou (d): Em 3 as duas existem.

ITEM G
Resposta: (a). Iguais fora de 2 e o limite s6 olha fora de 2: mesmo limite.
Se marcou (b): f(2) néo existe: é 0/0.
Se marcou (c): f ndo é constante: f(0) = 12.

Se marcou (d): 0/0 n&o vale nada: é indeterminagao.

ITEM G
Ordem certa: E,C, A, D, B.

1.f(@) = g(z), @ #2
2.lim f =limg

T2 4?49%16-+»24
3-9(2) = _____Z_____
4.limg=3

—2

5. f(2) ndo existe

Argumento primeiro, conta depois, ressalva final

ITEM B
Linha errada: 3. Corregdo: z # 2 ez # —2

x? = 4 tem duas solucdes. Faltou o —2.

ITEM D
Linha errada: 2. Corregdo: —8 -2 +40 = 24
—8:2=—16e —16 + 40 = 24. Com o sinal trocado o resto deixa de ser O.

ITEM E
Linha errada: 3. Corregéo: A = 64 — 96 = —32

(—8)? = +64: 0 quadrado de negativo & positivo.

ITEM F
Linha errada: 4. Corregéo: vale paraz # 2 ez # —2

Cancelar (z — 2) é dividir por z — 2, proibidoem z = 2.

ITEM G

Linha errada: 5. Corregéo: logo o limite é 3, mas f(2) ndo existe
Limite n&o é valor da fungdo. Em x = 2 aoriginal da 0/0.

Gabarito dos exercicios das licbes

Al

Resposta: (a). Limite descreve a vizinhanga do ponto.
Se marcou (b): Limite ndo é o valor em 2: a fungéo pode nem existir la.

Se marcou (c): Trocou os papéis de x e f(x).
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A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

Al0

All

Al12

Al3

Resposta: L =4

Polinébmio: basta substituir. 2 + 2 = 4.

Resposta: valor = 2,01
0,0201
0,01

= 2,01. Pertode 1 o valor fica perto de 2.

Resposta: (a). 3~ esquerda, 3" direita.
Se marcou (b): 1sso é 37. O menos é esquerda.

Se marcou (c): O sinal pequeno ao lado do 3 indica o lado, ndo troca o ponto.

Resposta: (a). Falta fatorar z*> — 9 = (z — 3)(z + 3).
Se marcou (b):0/0 ndo é 0.

Se marcou (¢): Nao prova nada: aqui o limite existe e vale 6.

0
Linha errada: 3. Corregéo: 0 é indeterminagao, ndo é 0

Zero sobre zero n&o é numero.

Resposta: (a). Em z — oo s6 se aproxima por um caminho.

Se marcou (b): O limite pode ser um numero. O que impede os laterais & sé haver um sentido.

Se marcou (c): Infinito ndo € numero: descreve crescimento sem parar.

Resposta: L =5
Iguais fora de 4: mesmo limite. Substituindoem z + 1: 5.

Resposta:a =6
36 é 6% entdo z2 — 36 = (z — 6)(x + 6).

Resposta: (a). 9 é 32. Soma vezes diferenca.
Se marcou (b): Esse da z? — 6z + 9: tem termo do meio.

Se marcou (c): Esse da z? — 8z — 9. Faltaaraizde 9, que é 3.

Linha errada: 2. Corregao: (z +4)? = 2> +2-2-4+ 4> = 2> + 8z + 16
O quadrado da soma tem o termo do meio 2ab. Nao basta elevar cada parcela.

Ordem certa: C, B, E, A, D.

1. baixaol
21-3+(-6)=-3
3.-3:-34+11=2
4.2-3+(-6)=0

5. P(z) = (z — 3)(z® — 3z + 2)

Cada numero depende do anterior.

Resposta: resto=0
25 _6-4+ 22— 6 =0.Resto0: 2 também é raiz.
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Al4 Resposta: (a). Raizes de P: as dos fatores. O segundo n&o tem real.
Se marcou (b): Tamanho nao importa. O que decide é o delta do quociente.
Se marcou (c): Errou o sinal: 4 — 20 = —16. Delta negativo.

A15 Resposta: A = —12

16 — 28 = —12. Negativo: sem raiz real.

2
ALé Resposta: L = §

Numerador = (z — 3)(z? — 4z + 7), denominador = (z — 3)(z + 3). Cancela (z # 3) e substitui: (9 —
124 7)/6 = 2/3.
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MODULO 2 - PROBLEMA 2

Racionalizacao e continuidade

7 ITENS - 10,0 PONTOS

NESTE MODULO

A A base do zero E Erros comuns

B A ideia do problema F Treino em graus

¢ O problema resolvido, item por item ¢ CartOes de reviséo e glossario
D O roteiro dos 12 minutos Gabaritos do modulo

| A-Abase do zero

Estas licbes ensinam, do zero, o que o problema pede. Leia em ordem. Cada ligdo termina num exemplo
resolvido com a origem de cada linha e em exercicios (o gabarito esta no fim do moédulo).

Licdo 1: Racionalizagédo e conjugado BASE DO ZERO

Fazer araiz sumir de uma fragdo com o conjugado e cancelar o fator que zerava, para destravar
um limite 0/0.

A ideia: um produto que mata a raiz

Raiz atrapalha porque ndo da para cortar com nada em volta. A saida é multiplicar por algo que faga a
raiz virar um niumero comum. Existe uma conta pronta para isso:

(a —b)(a+b) = a® — b

Teste com numeros: (7 — 3)(7+3) =4-10 = 40 e 72 — 32 = 49 — 9 = 40. Deu igual. O "meio" do
produto some: os termos +ab e —ab se cancelam.

O conjugado de a — b é a + b: 0s mesmos termos, so o sinal do meio trocado. O conjugado de /= + 2 é
VT — 2.

Raiz ao quadrado volta a ser namero

Se b= \/z, entdo b= (\/5)2 = x, desde que = > 0. Elevar ao quadrado desfaz a raiz.

Exemplo: (3 — v/z)(3 + /z) = 3% — (/z)? = 9 — z. A raiz sumiu.

Cuidado com o sinal: se o radicando € uma soma, como z + 5, use parénteses: 9 — (z +5) =9 —x —
5 =4 — z. O menos vale para os dois termos de dentro. Esquecer o paréntese é o erro numero 1 desta
conta.
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Multiplicar por 1, sem mudar a fungao

Uma fragdo com numerador igual ao denominador vale 1, por exemplo % = 1. Multiplicar por 1 ndo
muda o valor.

Entao, para eliminar a raiz do numerador de % multiplicamos em cima e embaixo pelo conjugado, e
escrevemos:

Ve—2 Jr+2 x—4

-4 Jz+2 (z-4)(Vz+2)
Duas condigdes: o conjugado néo pode valer zero (sendo a "fragdo igual a 1" seria 0/0), e, adiante, so6 se
cancela um fator que n&o seja zero.
Cancelar o fator que zerava

Depois de racionalizar, 0 numerador contém o mesmo fator que zerava o denominador, no exemplo (z —

4). Cancelar é dividir em cima e embaixo por ele:

€T —

4

1
(@-8(Ve+2) Va+2

x # 4.

O "x # 4" é obrigatdrio: cancelar é dividir, e dividir por z — 4 em x = 4 é dividir por zero. Para limite, isso
nao atrapalha: o limite s6 olha x perto de 4, nunca igual a 4. A expressao nova aceita ¢ = 4 e basta

1 1
substituin —— = —.
Va+2 4

Se sobrou 4 — z em vez de z — 4, escreva4 — x = —(z — 4): o fator aparece, com um sinal de menos

que acompanha o resultado.

Exemplo resolvido

ENUNCIADO

Calcule lim
z—3

ve+1-—2
x—3

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 Emz—3: Vi_-2—0e3-3-0 = 2 Primeiro olho a substituigao direta: da 0/0,
0 entao preciso trabalhar a expressao.
02 vVe+1—2 Jr+1+2 Multiplico em cima e embaixo pelo
z—3 vr+1+2 conjugado, que troca o sinal do meio. E
multiplicar por 1.
03 _ (x+1)—4 _ z—3 Em cima, a ao quadrado menos b ao
(z—=3)(vVz+14+2) (z-3)(vVz+1+2) quadrado, com parénteses no radicando:
x+1 menos 4 da x menos 3. Aparece o fator
que zerava.
04 _ 1 (z ” 3) Cancelo (x menos 3),0 que vale para x
ve+1+4+2 diferente de 3.
05 lim — 1 _ l Agora substituo x por 3 na expressao nova:
a3 /442 4 raiz de 4 mais 2 da 4, e o limite € um quarto.
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Exercicios da ligdo

Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do modulo.

Al Qual € o conjugado de v/z — 5?

(a) z+5
() —y/z+5
(¢) r—5
A2 Calcule (5 — 3)(5 + 3).
R=

A3 Calcule (V7 —2)(V7 +2).
R:
Dica: Use a2 — b2 coma =7 e b = 2.

A4 Para z > 0, quanto vale (y/z)%?
(a) 2
b) z
(c) g2
-2
AS Ponha em ordem a racionalizagéo de ve 1
T —
A (Ve 22
(z —4)(Vz +2)
B o r—4
(z —4)(Vz +2)
1
c
= — 4
5o (z #4)
D vV —2 . VT +2
z—4 Jr+2
Ordem certa:
A6 Qual linha esta errada?
1) VT2 Jz+2
z—4 Jr+2
) (Vz)P—2?
(z —4)(vz +2)
3) - xr + 4
(z —4)(vz+2)
oy __1
VT +2
Linha errada:
A7 Quando posso cancelar o fator (z — 4) em cima e embaixo?

(a) Quando z # 4
(b) Sempre
(c) Séquandoz > 4
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A8 . Vz+3-2
Calcule lim ————.
z—1 z—1
L=
Dica: Conjugado +/z + 3 + 2: o numerador vira (z +3) —4 =z — 1.
A9 . 3 —vVa+T7T . . ~
Calcule lim ——————. Dé o resultado em decimal ou fragéo.
r—2 Tz — 2
L=
Dica: O numerador racionalizadoda 9 — (z+7) =2 — 2z = —(z — 2).
Licao 2: Continuidade em um ponto BASE DO ZERO

Dizer, com trés testes, se uma funcgéo € continua em um ponto, e como tapar um buraco com o
valor do limite.

A ideia: desenhar sem tirar o lapis

Uma fungao é continua num ponto quando vocé consegue passar por ele no grafico sem levantar o
lapis: sem buraco, sem salto, sem corte.

Analogia: uma estrada continua é uma estrada sem buraco. Se ha um buraco no quildmetro 4, o carro
chega perto, mas nédo passa pelo ponto exato.

Matematica néo vive de analogia: precisa de um teste que dé sim ou ndo. E o que vem a seguir.

Os trés testes
f é continua em x = a se as trés coisas acontecem:

e 1. f(a) existe (o valor da fungdo no ponto);
e 2.lim f(z) existe (a fungdo caminha para um nimero);
Tr—a

¢ 3. os dois sdo iguais: lim f(z) = f(a).

r—a
Para continuidade, é obrigatdrio que os trés valham. Basta um falhar para a fungao nao ser continua. O
limite e o valor da fungéo s&o coisas diferentes: o limite diz para onde a curva caminha, o valor diz onde
ela de fato esta.
Como a continuidade quebra

Trés jeitos de falhar:

e Buraco: o limite existe, mas f(a) ndo existe (o ponto esta fora do dominio). Exemplo: Z 24 emz = 2:
o limite é 4, mas a fungéo nao existe em 2.

¢ Ponto solto: os dois existem, mas séo diferentes. Exemplo: o limite é 5 e a fungédo vale 7 no ponto.

e Salto: os limites laterais sdo diferentes, entdo o limite nem existe.

Os dois primeiros sdo consertaveis, porque o limite existe. Basta definir (ou redefinir) o valor da fungéo

como o limite.
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Funcgéo por partes e o buraco tapado

2

Para tapar o buraco, definimos a fungéo por partes: uma regra para quase todo z, e outra regra s6 para o
ponto problematico.
2
Tt —4
T # 2
g(z) =< =27 2
4, Tz = 2.
Fora de 2, g copia a fungao original, entdo tem o mesmo limite em 2: o limite de = + 2, que é 4. E g(2) =
4. Os trés testes valem: g é continua em 2. Lembre: o limite sé olha os vizinhos de 2, e por isso ndo se
importa com a regra especial do ponto.
Exemplo resolvido
ENUNCIADO
2
~ T° — , ,
A fungado h(z) = paraz # 1,e h(1) = 2, é continuaem z = 1?
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 Teste 1: h(l) = 2 existe (dado) Primeiro teste: o valor da fungao no ponto
existe, foi dado.
—1 1 .
02 lim () = lim (z—1)(z+1) Sggundo teste: fatoro o nume.rador com
z—1 z—1 rz—1 diferenga de quadrados para tirar o 0/0.
03 =lim(z+1)=2 (x#1) Cancelo (x menos 1), que vale para x
v diferente de 1, e substituo x por 1: o limite
existe e vale 2.
04 Teste 3: lim h(z) =2 =h(1) Terceiro teste: o limite é 2 e o valor é 2. S0
o iguais.
05 = hécontinuaemz =1 Os trés testes valem, entdo h é continua em
1.
Exercicios da licao
Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do modulo.
A10 Quais séo as trés condigdes de continuidade em z = a?
(a)  f(a) existe, o limite existe e os dois s&o iguais
(b) O limite existe e f & crescente
() f(a)=0
A11 z?—4
Para f(z) = 5 qual condicéo falhaem ¢ = 2?
7 —
(a)  f(2) nao existe
(b) O limite ndo existe
(c) Nenhuma, é continua
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A12  Calcule lim(x + 3).
2
L=

A13 O limite em a é 5, mas f(a) = 7. A fungéo é continua em a?
(a) Na&o: o valor existe, mas é diferente do limite
(b)  Sim, porque os dois existem
(c) Sim, porque 5 esta perto de 7

29
A4 Seja p(z) = 2 5 paraz # 3, e p(3) = k. Que valor de k torna p continua em 3?

k=

Dica: Fatore 22 — 9 = (z — 3)(z + 3), cancele, e substitua z = 3 em z + 3.

A15 Qual linha esta errada?
1) x2—4

fo)= 2= (2 #2)
2)  f(2) ndo existe (da 0/0)
3)  Logo o limite em 2 ndo existe
4 i = 1i =
) a1E11Hn2 f(z) }:1312(:8 +2)=14

Linhaerrada:

Al6 Ponha em ordem a prova de que h é continua em 1 (com h(1) = 2).

2
-1
A im 2 =lim(z+1)=2

z—=1 . — 1 z—1

B h(l) =2 existe
c i =
}clinlh(m) h(1)

D h é contnuaemz =1

Ordem certa:

A17 ve+11 —4

Calcule o valor que m(5) deve ter para que m(z) = z
x J—

(x # 5) seja continua em 5.

m(5) =
Dica: Conjugado vz + 11 + 4: numerador (z +11) — 16 = = — 5.

Se precisar, volte a PRE-REQUISITOS
O problema também usa estas licdes. Se algum termo travar a leitura, volte aqui antes de seguir.

LIGAO 0 QUE ELA DA

Poténcias e raizes Depois desta licao vocé calcula poténcias e raizes, simplifica um
radical como /8 = 2+/2 e entende o que faz um expoente negativo.

Fracées Depois desta ligao vocé simplifica, soma fragdes e transforma numero
mais fragao, ou divisdo de fragéo por fragdo,em um unico quociente.

Desigualdades Depois desta ligao vocé resolve desigualdades, inclusive quadraticas,
usando o macete ma/ca.
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LIGAO 0 QUE ELA DA

Intervalos Depois desta licado vocé |é e escreve qualquer intervalo, com colchete,
paréntese, infinito e a notagao de conjunto.

As trés proibicdes do dominio Vocé aprende as trés coisas que nunca podem acontecer numa conta:
dividir por zero, tirar raiz quadrada de negativo e usar logaritmo fora
das condig¢des.

Limite: o que é, laterais, infinito e Depois desta licao vocé explica o que é um limite, distingue lateral
indeterminacgao esquerdo e direito, e reconhece uma indeterminagéao 0/0.

Neste guia: Mdédulo 1, Parte A.

| B:-Aideia do problema

Enunciado completo

PROBLEMA 2
33— 5 3 — 5
Considere a fungéo f(z) = ST VEEO o6 limite lim =Y E 2
r—4 z—4 r—4

(a) [0,8] Mostre que o limite € uma indeterminagéo.

(b) [0,8] Que condigdes sobre x fazem a operagao estar bem definida?

(c) [1,2] Dé o dominio de f em notagao de intervalo e verifique se x — 4~ e x — 4" sdo possiveis.
(d) [2,0] Racionalize f(z), desenvolva e elimine os termos comuns.

(e) [1,6] Quando a expressdo obtida em (d) é equivalente a f(x)? Por que os limites com z — 4 das
duas expressdes sao iguais?

(f) [1,6] Calcule E—Iﬁ f(z) e explique por que f ndo é continua em z = 4.

3 — 5
(9) [2,0] Explique por que g é continua em z = 4, sendo g(z) = —x: sex> -5z +#4,e
x —
1
4) = ——
9(4) 5
A IDEIA

O limite da 0/0, e 0/0 nao é resposta: € um aviso de que falta trabalhar a expressio. A raiz some
quando multiplicamos em cima e embaixo pelo conjugado, o fator (z — 4) que zerava cancela (s6

1
3++Vx+5

buraco em 4. A funcéo g tapa o buraco com o valor do limite, e por isso é continua.

1
para x #+ 4) e sobra — ,que jaaceitaz =4 eda s Como f(4) nao existe, f tem um

0 que é 0/0 e por que o limite ainda pode existir
Limite € o valor para o qual a fungdo caminha quando x chega perto de um numero, sem precisar
chegar nele. Para sentir isso, troque x por numeros cada vez mais perto de 4 e veja o que f faz.

R . . . . 0
Se voce troca z por 4 direto, o numerador da 3 — /9 = 0 e o denominador da 4 — 4 = 0. A forma 6 se

chama indeterminagao: ela nao vale 0, ndo vale 1 e ndo é "impossivel". Ela s6 avisa que a conta direta
néo responde, e que & preciso reescrever a expressao antes.

Analogia: um professor que diz "a nota é zero dividido por zero" ndo disse nota nenhuma. Falta
informacgéao, e a informagao esté escondida num fator que vale zero em ambas as partes.
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Condigdes de existéncia e dominio
Antes de qualquer conta, descubra para quais  a expressido faz sentido. Duas regras bastam:

e raiz quadrada exige radicando maior ou igual a zero: x + 5 > 0, logo z > —5;
e denominador ndo pode ser zero: x — 4 # 0, logo = # 4.

Juntas: z > —5 e z # 4. Em intervalo, D(f) = [—5,4) U (4, +00). O 4 fica de fora, mas ha numeros do
dominio colados nele dos dois lados, por exemplo 3,99 e 4,01. Por isso x — 4~ (vindo de valores menores
que 4) e £ — 41 (vindo de valores maiores) sdo possiveis, e o limite com z — 4 faz sentido.

G, 1 A y
12
-6 -4 -2 2 4 6 8 10 X
-0,1 f
buraco em 4
—
,—'
-0,3
-0,4
Grafico de f: a curva comeca em x = -5 e tem um buraco em x = 4, onde o valor seria -1/6

Racionalizar: o conjugado faz a raiz sumir

O conjugadode 3 — vz + 5 é 3 + vz + 5: mesmos termos, sinal do meio trocado. A razao de existir:
(a—b)(a+b)=a>—-b.Coma=3eb=+z +5:
B-Vz+5)3+ve+5)=9—(x+5)=4—=.

O quadrado cancelou a raiz, porque (v/z +5)2 =z + 5 quandoz > —5.E4 — x = —(z — 4): apareceu o
fator que zerava, s6 que com sinal trocado.

3++vVz+5
+vVz+5

v& + 5 > 3, nunca é zero. Depois cancelamos (z — 4), o que s6 vale para x # 4. Resultado: f(z) =

1
——————— paraz > —5, ¢ # 4.

3++vzT+5

Para ndo mudar a fungao, multiplicamos por , que é igual a 1. Isso é permitido porque 3 +
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Limite, valor da fungéo e continuidade

Duas fungdes que tém os mesmos valores em todo z # 4 perto de 4 tém o mesmo limite em 4. O limite
1 1

s6 olha os vizinhos de 4, nunca o proprio 4. Por isso lim,_,4 f(z) = limg 4 ( ) =——,ea

3+ 45 6’

substituicdo & segura, pois essa nova expressao € continua em 4 (raiz, soma e quociente com
denominador diferente de zero).

Uma fungéo é continua em 4 se trés coisas acontecem: o valor da fungdo em 4 existe, o limite existe, e

1
os dois séo iguais. Para f, o limite existe (vale _E)’ mas f(4) néo existe: ha um buraco. Para g, definida

1 . - A X .
comg(4) = — 5’ 0 buraco foi tapado com o valor exato do limite: as trés condigbes valem, e g €
continua.

G,l“ 1%
12
-6 P -2 2 4 6 8 10 X
-0,1 g
9(4)=-1/6
‘_._—
=
-0,3
-0,4

Grafico de g: igqgual a f, mas com o ponto em x = 4 preenchido, de valor -1/6

| C-0 problema resolvido, item por item

Cada item traz a pergunta, o quadro com a origem de cada linha, o que dizer em voz alta, por que o
método funciona, a armadilha e as ideias-chave.

Item a 0,8 PONTOS
PERGUNTA
. 3=V +5 , . . ~
Mostre que lim —————— é uma indeterminacao.
z—4 x— 4
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 f(z) = 3—+vVr+5 Copio a fungéo para ter o alvo na frente.
z—4
02 Numeradoremz =4: 3 —+v/4+5=3— V9=3_3= Troco x por 4 sé no numerador: 4+5da 9, a
0 raizde 9¢é 3,e 3menos 3da 0.
03 Denominadoremz =4: 4—-4=0 Troco x por 4 sé no denominador: 4 menos 4

dao.
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N° LINHA DE ONDE VEIO

Zero sobre zero ndo é nimero. E o aviso de
que preciso reescrever a expressao.

0 , . ~ . ~ L
o4 § = indeterminagao: ainda nao sei o limite

0 QUE DIZER

Substituo x por 4. No numerador, 3 menos a raiz de 9, que é 3, da zero. No denominador, 4 menos 4
também da zero. Zero sobre zero € uma indeterminagao: nao sei ainda o valor do limite, e preciso
transformar a expressao.

POR QUE FUNCIONA
Uma indeterminagdo n&o é uma resposta, € uma forma que esconde o resultado. Mostrar que as
duas partes valem O prova que a conta direta ndo serve e justifica o trabalho dos itens seguintes.

ARMADILHA
Calcular a raiz errada (v/9 = 9) e concluir "—6/0". A raiz de 9 é 3.

IDEIAS-CHAVE

e Troco x pelo valor do limite, em cima e embaixo, separadamente.

e 0/0nao vale 0, nem 1, nem "nao existe": é indeterminagao.

¢ Indeterminacdo quer dizer: reescreva a expressao e tente de novo.

Item b 0,8 PONTOS

PERGUNTA
Que condigdes sobre x deixam a operacdo bem definida?

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 vz +5exigex+5>0 Raiz quadrada so existe, nos reais, para

radicando maior ou igual a zero.

02 x> —5H Passo o0 5 para o outro lado trocando o sinal:
X maior ou igual a menos 5.

03 Denominador: z — 4 # 0 Dividir por zero € proibido, entdo o
denominador ndo pode valer zero.

04 r#4 Passo o0 4 para o outro lado: x diferente de 4.
05 Condicdes: x > —bex # 4 As duas exigéncias valem ao mesmo tempo:
uso o "e".

0 QUE DIZER
Duas condi¢des. A raiz exige que x mais 5 seja maior ou igual a zero, ou seja, X maior ou igual a
menos 5. O denominador ndo pode ser zero, ou seja, x diferente de 4. As duas valem juntas.

POR QUE FUNCIONA
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Nos numeros reais ndo existe raiz quadrada de niumero negativo, e ndo existe divisdo por zero. Cada
operagao da expressédo pde a sua propria exigéncia sobre z, e a expressdo so tem sentido onde
todas sdo cumpridas.

ARMADILHA
Trocar o sinal na desigualdade e escrever x > 5. Ao passar o0 5 para o outro lado ele vira —5. Outro
erro: esquecer o x # 4.

IDEIAS-CHAVE

e Raiz: o que esta dentro tem de ser maior ou igual a zero.
o Denominador: ndo pode ser zero.

e Cada operagéo traz uma condi¢do, e todas valem juntas.

Item c 1,2 PONTOS

PERGUNTA
Escreva o dominio de f em intervalo e verifique se  — 4~ e ¢ — 4" s&o possiveis.

0,1“ 1%
12
-6 P -2 2 4 6 8 10 X
-0,1 f
buraco
’—-
-8,3
-0,4
X vem da esquerda
Grafico de f com buraco em x = 4

Ne LINHA DE ONDE VEIO

01 D(fy={zeR|z>—-5ex #4} Escrevo as condigbes do item (b) como
conjunto.

02 D(f)=1]-5,4)U (4, +00) Colchete em menos 5 porque araizde O
existe. Paréntese em 4 porque 4 esta
proibido.

03 Pelaesquerda: (3,4) C D(f) = = — 4~ é possivel Todos os nimeros entre 3 e 4 estéo no

dominio: da para chegar em 4 por baixo.

04 Pela direita: (4,5) C D(f) = z — 4" é possivel Todos os niimeros entre 4 e 5 estdo no
dominio: da para chegar em 4 por cima.
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N° LINHA DE ONDE VEIO
05 4 ¢ D(f), mas ha pontos de D(f) dos dois lados, Para falar de limite basta ter pontos do
colados no 4 dominio perto de 4, nao precisa do 4 em si.

0 QUE DIZER

O dominio é de menos 5, fechado, até 4, aberto, unido 4, aberto, até mais infinito. Da para me
aproximar de 4 pela esquerda, com valores como 3,99, e pela direita, com valores como 4,01, porque
ambos pertencem ao dominio. Entdo os dois limites laterais s&o possiveis, e o limite com x tendendo
a 4 faz sentido, mesmo com 4 fora do dominio.

POR QUE FUNCIONA

Limite descreve o que acontece perto do ponto, ndo no ponto. Basta que existam pontos do dominio
arbitrariamente perto de 4, de cada lado. O fato de o proprio 4 estar fora do dominio é justamente o
que cria a indeterminagéo e o buraco.

ARMADILHA
Escrever [—5,00) e esquecer de tirar 0 4, ou dizer que =z — 4" é impossivel "porque 4 ndo esta no
dominio". O 4 nao precisa estar, s6 os vizinhos.

IDEIAS-CHAVE

e Colchete inclui o extremo, paréntese exclui.

e 1 — 4~ é chegar em 4 por valores menores, z — 4 por valores maiores.

e Para o limite existir como pergunta, basta ter dominio dos dois lados de 4. O 4 pode ficar de fora.

Item d 2,0 PONTOS

PERGUNTA
Racionalize f(x), desenvolva e elimine os termos comuns.

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 f(z) = 3—Vr+5 3++vVzr+5 Multiplico em cima e embaixo pelo
T)= x—4 3++/xz+5 conjugado do numerador. E multiplicar por 1,
a fungao ndo muda.
02 _ 9—(z+5) Em cima, (a menos b) vezes (a mais b) da a ao
(z—4)B3+ vz +5) quadrado menos b ao quadrado: 3 ao

quadrado menos a raiz ao quadrado.
Parénteses em x+5, porque o sinal de menos
vale para os dois termos.

03 _ 4—z Desenvolvo: 9 menos x menos 5 da 4 menos
(x—4)(B3+ vz +5) X.

04 _ —(z—4) Coloco o sinal de menos em evidéncia: 4
(x—4)B3+ vz +5) menos x é igual a menos (x menos 4).

Apareceu o fator que zerava.
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Ne LINHA DE ONDE VEIO
05 _ 1 Cancelo (x menos 4) com (x menos 4), 0 que
34+ +5 fica com sinal de menos em cima e 1. Vale

para x diferente de 4.

0 QUE DIZER

Multiplico numerador e denominador pelo conjugado, 3 mais a raiz de x mais 5. No numerador,
diferen¢a de quadrados: 9 menos x mais 5, com parénteses, que da 4 menos x. Coloco menos em
evidéncia: menos x menos 4. Cancelo x menos 4 no numerador e no denominador, com x diferente
de 4, e sobra menos 1 sobre 3 mais a raiz de x mais 5.

POR QUE FUNCIONA
O conjugado transforma a diferenga com raiz em diferenga de quadrados, € 0 quadrado cancela a
raiz. O fator x — 4 que zerava aparece em cima, € ao cancela-lo com o de baixo desaparece a

3+ +vVx+5
causa do 0/0. Multiplicar por —————
/ P P 3++vVz+5

denominador novo nao seja zero.

é multiplicar por 1, entdo nada se altera, desde que o

ARMADILHA
Multiplicar s6 o numerador pelo conjugado (muda a fungéo) ou perder o sinal de menos ao passar
1
de 4 — x para xz — 4: o resultado certo ¢ —————, ndo +.
3++vx+5

IDEIAS-CHAVE

e Conjugado: mesmos termos, sinal do meio trocado.
e (a—b)(a+b) = a® — b* 0 quadrado faz a raiz sumir.
e 4 —z = —(z — 4): o fator que zerava reaparece.

e Cancelar (z — 4) s6 vale para z # 4.

Item e 1,6 PONTOS

PERGUNTA
Quando a expresséo de (d) é equivalente a f(x)? Por que os limites com z — 4 das duas
expressoes sdo iguais?

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 - 3+vVzr+5 ) Primeira exigéncia: a fracdo que usei como
Multiplicar por ———= = 1exige3 +va +5#0 A, ¢ ) gaod ~
34+ +5 1" s6 e 1 se o denominador dela n&o for
zero.

02 ve+5>0 = 3+ +Vx+5>3>0(semprevale) Raiz nunca é negativa, entdo 3 mais raiz é no
minimo 3. Nunca é zero, essa exigéncia é
automatica.

03 Cancelar (z — 4) exige z # 4 Segunda exigéncia: cancelar um fator igual
em cima e embaixo so vale se o fator ndo for
zero.
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CALCULO 1 - LIMITES

1
———— paraz> -5 z+#4
f@) = =3 s raaez 5 o#

Em todo = # 4 as duas expressdes tém o mesmo valor

. . 1
iy 1) = i (~ 5=

0 QUE DIZER

POR QUE FUNCIONA

ARMADILHA

-CHAVE

e Equivaléncia vale onde nenhum passo dividiu por zero.
e Limite s6 olha os vizinhos do ponto, hunca o proprio ponto.
e Mesmos valores nos vizinhos, mesmo limite.

CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

MODULOD 2

DE ONDE VEIO

Juntando com o dominio de f: a equivaléncia
vale para x maior ou iguala menos 5 e x
diferente de 4.

As duas fungdes so diferem em x iguala 4,e
ali f nem existe. Perto de 4, uma é copia da
outra.

O limite olha s6 os vizinhos de 4, nunca o 4.
Mesmos vizinhos, mesmos valores, mesmo
limite.

A expressdo de d é equivalente a f para todo x maior ou igual a menos 5 e diferente de 4. Multiplicar
pelo conjugado vale sempre, porque 3 mais a raiz € pelo menos 3. Cancelar x menos 4 exige X
diferente de 4. Os limites sdo iguais porque o limite s6 depende dos valores perto de 4, e perto de 4,
sem contar o proprio 4, as duas expressoes coincidem.

Duas fungdes que coincidem em todos os pontos de um intervalo em volta de 4, exceto talvez em
4, tém o mesmo limite em 4. O limite ndo usa o valor no proprio ponto. Por isso trocar f pela forma
simplificada é legitimo para calcular o limite, mesmo que as duas ndo valham o mesmo em z = 4.

Dizer que sdo equivalentes "para todo z" ou "para z > —5". Falta o ¢ # 4: em 4 a primeira ndo

. 1 . D o .
existe e a segunda vale _E' Também errado: justificar o limite igual com "porque no 4 ddo o mesmo
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Item f 1,6 PONTOS

PERGUNTA
Calcule linc}1 f(z) e explique por que f ndo é continua em z = 4.
T—

0,1“ y
12
-6 P -2 2 4 6 8 10 X
-0,1 f
, +
limite -1/6, f(4) nao existe
-0,3
-0,4
f tem buraco em x = 4
N° LINHA DE ONDE VEIO
: : 1 implificada:
01 lim f(:L‘) — lim [ — Troco f pela forma S|mpl|f|c§da. valem os
z—4 z—4 34++z+5 mesmos valores perto de 4 (item e).
02 _ 1 Agora posso substituir x por 4: a nova
3+v4+5 expressao esta definida em 4 e é continua
ali.
03 - _ 1 Araizde 9 ¢ 3, entdo o denominador fica 3
3+3 mais 3, que é 6.
04 _ _l O limite existe e vale menos um sexto.
6

05 Continua em 4 exige: f(4) existe Uma fungéo continua em 4 precisa ter valor
em 4. Esse é o primeiro teste.

06 4¢ D(f) = f(4)ndoexiste O 4 esta fora do dominio de f: f de 4 ndo
existe (da 0/0).

07 f néo é continua em z = 4 (tem um buraco) O limite existe, mas o valor da fungéo néo:
falha o primeiro teste. E um buraco no
grafico.

0 QUE DIZER

O limite € menos um sexto: troco f pela forma simplificada e substituo x por 4, o que da menos 1
sobre 3 mais 3. Mas f ndo é continua em 4, porque para ser continua f de 4 teria de existir, e 4 ndo
pertence ao dominio de f. O limite existe, o valor ndo, e o grafico tem um buraco no ponto de
abscissa 4.

POR QUE FUNCIONA
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Continuidade em 4 pede trés coisas: valor em 4, limite em 4, e os dois iguais. Aqui o limite existe e
1 - - L ,
vale _E' mas falta o valor, entdo a fungao tem uma descontinuidade removivel: um buraco que

pode ser tapado.

ARMADILHA

Concluir "o limite existe, entdo é continua". Existir limite ndo basta: é preciso f(4) existir e ser igual
ao limite.

IDEIAS-CHAVE
o Racionalizada a expressao, posso substituir z = 4.

e Continua em 4: valor existe, limite existe, sdo iguais.

e Limite existe mas valor ndo existe: buraco, ndo continua.

Item g 2,0 PONTOS
PERGUNTA
- . , 3—+vVz+5
Explique por que g é continua em z = 4, sendo g(z) = B — paraz > —5, x #4,e g(4) =
w [R—
1
.
G,l“ y
12
-6 4 2 2 4 6 8 10 X
-0,1 g
g(4)=-1/6
,’
-0,3
-0,4
g sem buraco: ponto preenchido em x = 4
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 1) g(4) = 1 existe (dado) Primeiro teste: o valor em 4 existe, e foi dado
no enunciado.
02 2)g(z) = f(z)paraz # 4 = limg(z) = lim f(z) Fora de 4, g copia f. O limite so olha os
z—4 z—4 .. o ~
vizinhos de 4,entdo ge f tém o mesmo
limite.
03 lim g(z) — 1 existe (item f) Segundo teste: o limite existe. E o do item (f),
z—4 6 menos um sexto.
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N° LINHA DE ONDE VEIO
. 1 i o limi 5
04 3)limg(z) = —= = g(4) Tercglro teste: o limite e o valor em 4 séo
z—4 6 iguais, ambos menos um sexto.
05 As trés condigdes valem Valor existe, limite existe, sdo iguais: é
exatamente a definicdo de continuidade.
06 g écontinuaemax =4 Conclusdo: o buraco de f foi tapado com o

valor certo.

0 QUE DIZER
Verifico as trés condi¢des. Primeira: g de 4 existe e vale menos um sexto. Segunda: o limite existe,
porque fora de 4 a fungdo g é igual a f, e o limite de f em 4 € menos um sexto. Terceira: o limite é
igual ao valor da fungdo em 4, ambos menos um sexto. As trés valem, logo g € continua em 4.

POR QUE FUNCIONA
A fungéo g é f com o buraco tapado pelo valor do limite. Por construgao o valor g(4) é o mesmo
que a fungéo "quer" ter ao chegar perto de 4. Por isso lim g = g(4), a definigdo de continuidade.

ARMADILHA
1
Dizer s6 "porque g(4) = — 6"' Falta provar que o limite existe e € igual a esse valor. Se fosse g(4) =

0, o valor existiria, mas g seria descontinua.

IDEIAS-CHAVE

e Trés testes: valor existe, limite existe, sdo iguais.

e g copia f fora de 4, entdo tem o mesmo limite.

e g de 4 foi escolhido igual ao limite: o buraco virou ponto.

| D-Oroteiro dos 12 minutos

O tempo total é de 12 minutos, dividido em faixas proporcionais aos pontos de cada item. Treine olhando

o relégio.

TEMPO ITEM 0 QUE FAZER

0:00 a 0:58 a Iltem a: escreva x = 4 no numerador (3 — 3 = 0) e nodenominador (4 — 4 = 0). Diga:
"zero sobre zero, indeterminagao”.

0:58 a 1:55 b ltemb:escrevaz +5> 0=z > —5ex — 4 # 0 = x # 4. Digaque as duas valem
juntas.

1:55 a 3:22 ¢ Item c: dominio [—5,4) U (4, +o0). Diga: "3,99 e 4,01 estdo no dominio, entdo os dois
limites laterais sdo possiveis".

3:22 a 5:46 d 3+ 5
Item d: multiplique por i, desenvolva9 — (z +5)=4—z = —(z — 4),

3+ \/lac +5
cancele. Chegueem — —————.
° 3++vVx+5
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TEMPO

5:46 a 7:41 e

7:41 a 9:36 f

9:36 a 12:00 ¢

CALCULO 1 - LIMITES

ITEM

0 QUE FAZER

MODULOD 2

Iltem e: duas exigéncias: conjugado nunca zero (> 3) e x # 4 para cancelar. Os limites

coincidem porque s6 importam os vizinhos de 4.

continua em 4",

Conclua: continua.

MACETES DE QUADRO

| E-Erros comuns

1
Item f: substitua x = 4 na forma simplificada: ~5 Diga: "f(4) ndo existe, logo ndo é

Item g: as trés condigdes: g(4) existe, o limite existe (igual ao de f), e sdo iguais.

¢ Raiz com subtragéo: se o limite da 0/0 e tem 4/ com sinal de menos (ou mais), multiplique em
cima e embaixo pelo conjugado.

¢ Sinal do menos: ao desenvolver 9 — (z + 5), os parénteses sao obrigatdrios. Escreva-os sempre.

¢ Frase que vale ponto: "o limite ndo depende do valor da fungdo no ponto, sé dos valores ao
redor".

Os erros abaixo custam ponto de verdade. Compare a coluna “Escreveu” com a coluna “O certo” e leia o

porqué.

ITEM ESCREVEU 0 CERTO POR QUE

c D(f) =[-5,+400) D(f) =1]-5,4)U (4, +0) O 4 zera o denominador e precisa sair do
dominio. Esquecer o z # 4 apaga
justamente o buraco do problema.

d Multiplicou sé o numerador Multiplicar em cima e Multiplicar s6 uma parte muda o valor da

por3 ++vz+5 embaixo pela mesma funcdo. Multiplicar em cima e embaixo é
expressao multiplicar por 1.

d 9—z+5=14—=z 9—(z+5)=4—=z O sinal de menos vale para os dois termos
de dentro do paréntese: x € 5. Sem
parénteses o sinaldo 5 sai errado.

e "Sao equivalentes paratodo "Sao equivalentes parax > Cancelar (z — 4) s6valesexz — 4 # 0. Em

z" —5ex#4" x = 4 uma expressao néo existe.
f "O limite existe, entdo f é "O limite existe, mas f(4) Continuidade exige também o valor da
continuaem 4" nao existe, logo f ndo é fungéo em 4 e que ele seja igual ao limite.
continua"
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| F-Treino em graus

Exercicios novos, com numeros novos. O grau 3 tem o nivel da prova. Resolva no papel e so entao
confira no fim do modulo.

Grau 1 BASE
-4
T Calcule lim \/5—
z—16 £ — 16
T2 . 2—+vx+3
Calcule lim ————.
z—1 z—1
Grau 2 INTERMEDIARIO
5 — 4/ 21
T Para f(z) = 2- V2T 21 46 o dominio e calcule lim f(z).
T —4 z—4
v/ 7T-3
Ta Seja h(z) = :c+—2 para xz > —7, x # 2. Que valor deve ter h(2) para h ser continua em 2?
a‘: —
Grau 3 NIVEL DA PROVA
V4 6—3
TS Calcule lim :132— Diga quando a simplificagéo vale.
z—3 2 —9
V3z—2 -2
Té Calcule lirr% m—z e diga se a funcéo é continua em 2.
T T —
Confira se entendeu PERGUNTAS RAPIDAS

Perguntas curtas, do passo pequeno ao item inteiro. Responda por escrito antes de olhar o gabarito.

Cc1 ITEM A

Ao trocar x por 4 no numerador 3 — v/x + 5, 0 que se obtém?

(a) 0
(b) —6
(c) 6

Dica: Primeiro some 4 + 5, depois tire a raiz, so6 entao subtraia.

c2 ITEM A
5 — 21
Para —wi em x = 4, calcule o numerador.
x —
N =
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C3 ITEM B
Que condi¢&o a raiz vz + 5 impde a z?
(@ z4+45>0
() z4+5>0
(c) 2+5<0
(@) 2+ -5
C4 ITEN B

Qual linha esta errada?

1) vz +5exigez+5>0
2) z>5

3) x—4+#0

4) x#4

Linhaerrada:

C5 ITEM C

Qual é o dominio de f(z) = %?
(a [-
) (=
(e [-
W

5,4) U (4,+00)
5,4) U (4,+00)
5,400)
4,+00)

Cé6 ITEM D

Qual é o conjugado de 3 — vz + 57

(a) 3+.z+5
(b) —3++Vx+5
(c) Vr+5-3
(d) 3—+vz+5
C7 ITEM D
Depois de racionalizar e cancelar, f(x) fica:
(@ _ 1
3++x+5
(b) 1
3+vVz+5
() _ 1
3—+vz+5
() -1
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c8

c9

(e ¢]

Cc11

Caca ao erro

C12

ITEM E

3+vets, permitido?
3++vVz+5 ’

(a) Porque a fragéo vale 1: o denominador 3 + vz + 5 > 3 nunca é zero
(b) Porque z # 4

Por que multiplicar f por

(c) Porque o numerador e o denominador sdo iguais, mesmo se valessem zero

ITEM F
1
Calcule Ii E—
xli%( 3+\/m+5>
I =

Dica: Troque x por 4 e calcule a raiz antes de somar.
ITEM G

O que é preciso mostrar para provar que g € continua em 47?
(a) g(4) existe, o limite existe e os dois séo iguais
(b) So6 que g(4) existe

(c) So6 que o limite existe

ITEM G
Ponha em ordem a prova de continuidade de g em 4.
1
A

g=fparaz #4 = limg=1limf= —=
r—4 z—4 6
B ; _
lim g(z) = g(4)
C g € continuaemz = 4
1
9(4) = —6 existe

Ordem certa:

ITEM A

Qual linha esta errada?

1) Numeradoremz =4: 3 —+4+5
2) =3-9

3) =-6

—6
4) Denominador: 4 —4 =0 = o

Linha errada:
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C13 ITEM D
Qual linha esta errada?

1) _ 4—x
(x —4)(3+ vz +5)
2 _ —(z —4)
(z —4)(3 + vz +5)
3 _ 1
C3+Vz+5b
“ lim f(a) =%

Linhaerrada:

Cl4 ITEM D
Qual linha esta errada?

D flz) = 3—vztb Vm+5.(3+,/m+5)

z—4
2)  _ 9—(z+5)
- rz—4
r—4

Linha errada:

C15 ITEM G
Qual linha esta errada?
1 -1
9(4) 5
2) . 1
lim g(2) = —3

3) Como g(4) # lim g(), g € continua
T—r

Linha errada:

| G- Cartdes de revisdo e glossario

Leia a frente do cartéo, responda em voz alta e sé entao leia o verso.

FRENTE VERSO

Indeterminag&o: a conta direta ndo responde. E preciso reescrever

0
O que significa — em um limite?
0 a expressao.

Que condigdes araiz quadradaimpde? O radicando tem de ser maior ou igual a zero.

Que condigédo o denominador imp6e? Ele n&o pode ser zero.

O que éo conjugado dea — b? a + b: mesmos termos, sinal do meio trocado.

Por que o conjugado ajuda com raizes? (a — b)(a + b) = a®> — b*: 0 quadrado faz a raiz desaparecer.

Por que multiplicar pelo conjugado em E multiplicar por 1, desde que o denominador novo nao seja zero.

cima e embaixo ndo muda a fungéao?

Quando posso cancelar (z — 4)? Sé quando x # 4: cancelar é dividir, e no se divide por zero.
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FRENTE
Porqued —z = —(z — 4)?

Por que os limites de duas fung¢des iguais
forado ponto coincidem?

Oqueézr -4 ez — 4?2

Quais sdo as trés condicbes de
continuidade em a?

Por que f nao é continuaem 4?

Por que g é continuaem 4?

Formula que faz araiz sumir?

Conjugado de v/z — 5?

Quanto vale (,/z)2?
conj

Por que multiplicar por —J ndo mudaa
conj

fungao?

Depois de racionalizar, qual fator
costuma aparecer em cima?

Quais sao os trés testes de continuidade
em a?

O que é um buraco no grafico?

Como se tapa um buraco?

O limite depende do valor da fungao no
ponto?

Glosséario do médulo

TERMO

DEFINIGCAO CURTA

MODULOD 2

VERSO

Trocar a ordem da subtragao troca o sinal.

O limite s6 olha os vizinhos do ponto, nunca o proprio ponto.

Aproximar-se de 4 por valores menores (esquerda) ou maiores
(direita).

f(a) existe, o limite existe, e os dois sdo iguais.

O limite existe, mas f(4) n&o existe: o grafico tem um buraco.

g(4) existe e é igual ao limite: o buraco foi tapado com o valor certo.
(a—0b)(a+b)=a®—b%.

vz + 5: troca-se so o sinal do meio.

xz,parazx > 0.

E multiplicar por 1, desde que o conjugado néo seja zero.

O mesmo que zerava embaixo. Se vier 4 — z, escreva —(z — 4).

f(a) existe, o limite existe, e lim f = f(a).

O limite existe, mas f(a) n&o existe.

Define-se f(a) como o valor do limite, por exemplo numa fungéo
por partes.

N&o. O limite so6 olha os vizinhos do ponto.

conjugado
trocado.

continuaem a

descontinuidade removivel

diferenca de quadrados

dominio

equivalentes

fungéo continua

funcéao por partes

indeterminagao

expressao.
limite
CALCULO 1 -
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A expressdo a+bem relagédo a a — b: mesmo par de termos com o sinal do meio

Valor existe, limite existe e os dois sdo iguais.

Buraco ou ponto solto, que se conserta redefinindo o valor no ponto como o limite.
Aférmula (a —b)(a +b) = a® — b

O conjunto dos valores de z para os quais a expresséo faz sentido.

Duas expressdes com o mesmo valor para todo z em que ambas fazem sentido.
Sem buraco nem salto no ponto: valor existe, limite existe e sdo iguais.

Funcéo com regras diferentes em partes diferentes do dominio.

0 - . . L
Forma como 0 que nao permite concluir o valor do limite sem reescrever a

Valor para o qual a fungao caminha quando x chega perto de um numero.
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TERMO DEFINIGAO CURTA

limite lateral Limite com z chegando s6 pela esquerda (z — a~) ou s6 pela direita (x — a™).
racionalizar Multiplicar em cima e embaixo pelo conjugado para eliminar a raiz.
radicando O que fica dentro da raiz: em vz +5,é = + 5.
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| Gabaritos do médulo

Resolugées comentadas do treino

T1

T2

T3

T4

T5

T6

GRAU 1
Emz =16:v16—-4=0 e 16 — 16 = 0, forma 0/0. ConJugado \/x + 4: numerador z — 16. Entao
z — 16 1
ara 16. Limite: = -
(@ — 16)(v/z + 4) f+4p z 7 114 8
GRAU 1

Emac:1:2—\/_—0e1—1—0Conjugado2+\/9c+ 3:numeradord — (z+3)=1—2z=—(z —1).

1 1
Fica —————— parax # 1. Limite;: ———— = —-.

2+ vz 13 2+ 2 4

GRAU 2

Condigdes: z + 21 > 0 e z # 4. Dominio: [—21,4) U (4, +00). Em4:5 — v/25 = 0 e 4 — 4 = 0. Conjugado

1
5+ +/x + 21: numerador 25 — (x +21) =4 — ¢ = —(x — 4). Fica ————————— parax # 4. Limite:
Ve (e +21) (¢~ 4). Fica — -——— paraz
“5+5 10
GRAU 2

1
Conjugado v/z + 7 + 3: numerador (z + 7) — 9 = x — 2. Fica ———— paraz # 2. Limite em 2:
11 gado v/ ( ) NS #

1 1
m = E' Para tapar o buraco, h(2) = E: assim valor e limite coincidem e h é continua em 2.

GRAU 3
Em3:v/9—3=0e9—9 = 0. Conjugado v/z + 6 + 3: numerador (z + 6) — 9 =z — 3. Denominador
z—3
22— 9= (z—3)(z + 3).Fica ,valido paraz > —6,
(z=3)@+3). (1 e 80 3 @+ 3)(«/—1’4— T 3)’ P
3e —3. Limteem 3: —— = —.
v#3ecs 6 36
GRAU 3
Em2:v/4—-2=0e2— 2= 0.Conjugado /3z — 2 + 2: numerador (3z — 2) — 4 = 3z — 6 = 3(z — 2).
3 3 3
Fica ——— paraxz # 2ex > . Limite: = —. A funcéo original ndo existe em 2 (da 0/0),
VTR Lk 2512 4 gaoorg

entdo nao é continua em 2: o limite existe, o valor n&o.

Gabarito de “Confira se entendeu”

Cc1

c2

ITEM A
Resposta: (a). Dentrodaraiz ficad + 5= 9. Araizde9¢é 3. Entdo3 — 3 = 0.
Se marcou (b): Confundiu v/9 com 9. A raizde 9 é 3,e ndo0 9.

Se marcou (¢): Somou em vez de subtrair: o sinal entre o 3 e araiz € de menos.

ITEM A
Resposta: N =0

. . .0
4+ 21 =25,4/25=5,5—5= 0. Com odenominador também 0, & 0
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C3

C4

C5

Cé6

c7

c8

c9

ci0

ITEM B
Resposta: (a). Nos reais, a raiz quadrada so6 existe para radicando maior ou igual a zero.
Se marcou (b): Tirou o zero sem necessidade: /0 = 0 existe, entdo o zero vale.
Se marcou (c): Inverteu o sinal. Raiz de numero negativo ndo existe nos reais.

Se marcou (d): Essa condigao é de denominador. Raiz pede radicando maior ou igual a zero.

ITEM B
Linha errada: 2. Corregdo: x > —5

Passando o 5 para o outro lado ele troca de sinal e vira —5. Ficar com +5 é o erro de sinal classico.

ITEM C
Resposta: (a). A raiz pede z > —5 e o denominador pede z # 4. Tira-se 0 4 do intervalo [—5, co).
Se marcou (b): Excluiu o0 —5 sem precisar: +/0 = 0 existe, entdo 0 —5 entra.
Se marcou (c): Esqueceu z # 4: com x = 4 o denominador vira zero.
Se marcou (d): Cortou o lado esquerdo sem motivo: de —5 até 4 também vale.

ITEM D

Resposta: (a). O conjugado troca o sinal do meio. Assim (a — b)(a + b) = a*> — b? e araiz ao quadrado
some.

Se marcou (b): Trocou os dois sinais: isso & o oposto da expressao, ndo o conjugado.
Se marcou (c): S inverteu a ordem: continua sendo o oposto. O conjugado troca o sinal do meio.

Se marcou (d): E a propria expressdo. Sem trocar o sinal, o produto ndo elimina a raiz.

ITEM D
Resposta: (a). Sobra o sinal de menos em cima e o conjugado embaixo. S6 (xz — 4) é cancelado.
Se marcou (b): Perdeu o sinal de menos que veiode 4 — z = —(z — 4).
Se marcou (c): Voltou ao denominador original. O denominador novo traz o conjugado 3 + +/x + 5.

Se marcou (d): Cancelou também o 3 + /z + 5, que ndo é fator comum: sé (x — 4) é.

ITEM E

Resposta: (a). Uma fragdo com numerador igual ao denominador vale 1 s6 se o denominador n&o for
zero. Aqui ele é pelo menos 3.

Se marcou (b): © # 4 é a condigéo para cancelar (z — 4), outro passo. Aqui o que importa é o conjugado
nao ser zero.

Se marcou (c): % nao vale 1. Precisa garantir que o denominador nao zera.

ITEM F

1
Resposta: L = 76

1
v9 = 3, 0o denominador € 3+ 3 = 6, e o limite & —5

ITEM G
Resposta: (a). Continuidade em um ponto é valor existir, limite existir e serem iguais.
Se marcou (b): Ter valor ndo basta: se o limite fosse outro, haveria salto.

Se marcou (c): Limite sozinho ndo basta: o valor em 4 também tem de existir e coincidir.
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Ci1

C12

C13

Cl4

C15

ITEM G

Ordem certa: D, A, B, C.
1
1.9(4) = % existe
2.g=fparax #4 = limg=1lim f = —=
z—4 z—4
3.lim g(z) = g(4)
z—4
4.gécontinuaema =4

Valor, limite, comparagéo, conclusao.

ITEM A
Linha errada: 2. Corregdo: = 3 — v/9 =3 — 3
Araizde 9 é 3, nd0 9. Com o erro, o numerador deixa de ser O e a indeterminagdo some do jeito errado.

ITEM D
1

3++vVx+5

Ao cancelar (z — 4) sobra o sinal de menos do numerador. Perdé-lo troca —% por —|—%.

Linha errada: 3. Corregdo: = —

ITEM D

3—vVz+5 3++vVx+5

z—4 3+vVz+5
Multiplicar s6 o numerador muda a fungao. Para manter o valor, multiplica-se em cima e embaixo, ou seja,
por 1.

Linha errada: 1. Corregéo: f(z) =

ITEM G

Linha errada: 3. Correg&o: Como g(4) = lim g(z), g € continuaem 4
T—

Continuidade exige que valor e limite sejam iguais. Aqui eles sédo iguais, e € por isso que g é continua.

Gabarito dos exercicios das licbes

Al

A2

A3

A4

Resposta: (a). O conjugado muda sé o sinal do meio, para valer (a — b)(a + b) = a® — b*.
Se marcou (b): Trocou os dois sinais: & o oposto, ndo o conjugado.

Se marcou (c): E a prépria expressao, e o produto ndo elimina a raiz.

Resposta: R =16
2 -8 = 16. Confere: 52 — 32 = 25 — 9 = 16.

Resposta: R =3
(v/7)? — 22 =7 — 4 = 3. Araiz sumiu.

Resposta: (a). Raiz e quadrado s&o operagbes inversas (paraxz > 0).
Se marcou (b): Esqueceu que o quadrado cancela a raiz. Aqui n&o sobra raiz.

Se marcou (c): Misturou com v/ z2. O quadrado de uma raiz volta ao proprio radicando.
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A5

A6

A7

A8

A9

Al0

All

Al12

Al13

Al4

Al5

Ordem certa: D, A, B, C.

" \/5—2_\/:E+2
Tx—4 T+ 2
ZZM
R
T AETD
4.:m(m7£4)

Multiplica pelo conjugado, usa a diferenga de quadrados, aparece (z — 4) em cima e cancela.

xr—4
(z —4)(Vz +2)

(vz)? — 2% = z — 4. A diferenga de quadrados mantém o sinal de menos.

Linha errada: 3. Corregéo: =

Resposta: (a). Cancelar um fator exige que ele ndo seja zero.
Se marcou (b): Em x = 4 o fator vale zero, e dividir por zero n&o existe.

Se marcou (c): Restringiu demais: parax < 4 também vale, desde que = # 4.

Resposta: L = 0,25

1 1 1
Fica ———— paraz # 1.Emer=1: —— = —.
ve+3+2 7 2+2 4
1
Resposta: L = 5
Fi ! #2.E 2 1 1
ica ———— para Emzr=2: ——x= = ——,
Stvzr7oa’ v 373 &

Resposta: (a). As trés juntas: valor existe, limite existe, sdo iguais.

Se marcou (b): Crescer n&o tem relagdo com continuidade.

Se marcou (c): Valer zero ndo é condigéo. O valor pode ser qualquer numero, desde que igual ao limite.

Resposta: (a). Em 2 ha um buraco: o limite é 4, mas a fun¢do n&o esta definida.
(x —2)(z+2)
T — 2

0
Se marcou (c): Falha: f(2) da 0 ent&o n&o existe.

Se marcou (b): O limite existe e vale 4: =z + 2

Resposta: L =5

T + 3 éumpolinbmioevale2 +3 =5emz = 2.

Resposta: (a). Valor diferente do limite € um ponto solto fora da curva.
Se marcou (b): Existir ndo basta: precisam ser iguais.

Se marcou (c): Perto nao vale em continuidade: ou é igual, ou ndo é.

Resposta: £k =6

p(z) = x + 3 paraz # 3, 0limite em 3 é 6, e k precisa ser igual a ele.

Linha errada: 3. Corregéo: O limite n&o depende de f(2): ele existe e vale 4

O limite olha s6 os vizinhos de 2, nunca o proprio 2. Ndo existir f(2) ndo impede o limite de existir.
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Al6

Al17

Ordem certa: B, A, C, D.
1. h(1) = 2 existe

=lim(z+1)=2
z—1

3.lim h(z) = h(1)
z—1

4. h écontinuaemz =1

Valor, limite, comparagéo e concluséo.

Resposta: m(5) = 0,125

1
m(r) = ————
() ve+11+4+4
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MODULO 3 - PROBLEMA 3

Limite trigonométrico fundamental

8 ITENS - 10,0 PONTOS

NESTE MODULO

A A base do zero E Erros comuns

B A ideia do problema F Treino em graus

¢ O problema resolvido, item por item ¢ CartOes de reviséo e glossario
D O roteiro dos 12 minutos Gabaritos do modulo

| A-Abase do zero

Estas licbes ensinam, do zero, o que o problema pede. Leia em ordem. Cada ligdo termina num exemplo
resolvido com a origem de cada linha e em exercicios (o gabarito esta no fim do moédulo).

Licdo 1: Limite trigonométrico fundamental BASE DO ZERO

Vocé aprende por que senu/u tende a 1, a trocar a variavel (u = 3z), a usar o conjugado com a
identidade fundamental e a passar tangente e cos(m — ) para seno e cosseno.

Seno perto de zero é quase o préprio angulo

No circulo de raio 1, um angulo de z radianos corresponde a um arco de comprimento . O seno de x é a
altura do ponto. Para angulos grandes, arco e altura sdo bem diferentes. Para angulos pequenos, o arco
quase encosta na altura: os dois comprimentos ficam quase iguais.

Veja: perto de 0, senz ~ z, € a razédo senz /x chega perto de 1. O simbolo ~ quer dizer "quase igual".

O limite fundamental

Calculadora na méo (radianos): sen(0,5)/0,5 ~ 0,9589; sen(0,1)/0,1 ~ 0,9983; sen(0,01)/0,01 =~
0,99998. A razado se aproxima de 1.
senu

Isso vira o limite trigonométrico fundamental: lil’% = 1. Trés cuidados: (1) u em radianos; (2) u — 0
u—

Uu
: (3) o mesmo u dentro do seno e embaixo. Se algum falhar, ndo vale diretamente.

Mudanga de variavel: sen(3z)/x

Aqui o seno tem 3z e embaixo s6 x: ndo sdo iguais. Chamamos u = 3z (a variavel nova). Entdo = u/3,
e quando z — 0, u — 0 também.
3
Troque: sen(3z) _ Y Dividir por u/3 é multiplicar por 3/u: = 3 - send
X

u/3

— 3 -1 = 3. Regra de bolso:
sen(kz)/xz — k.
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Tangente e cos(m — ) em seno e cosseno

MODULO 3

sen
A tangente é o seno dividido pelo cosseno: tgy = Ei' S6 existe quando cosy # 0.

O angulo m — x é o espelho de z no eixo vertical do circulo. O espelho mantém a altura (seno) e inverte o

lado (cosseno): sen(m — ) = senz € cos(m — x)

Identidade fundamental e conjugado

—cosxz. Testecomz = 0:cosm = —1 = — cosO0.

A identidade fundamental diz sen® z + cos® z = 1 (Pitagoras no circulo). Isolando: 1 — cos? z = sen?® z.

Quando aparece 1 — cosz e o limite € 0/0, multiplique cima e baixo pelo conjugado 1 + cos z. Como
(1 —a)(1+a)=1— a? o denominador vira 1 — cos? z = sen? z, forma que o limite fundamental
entende. Isso vale desde que 1 + cosx # 0, 0 que perto de 0 é verdade (vale 2).

Exemplo resolvido

ENUNCIADO
sen(4z
Calcule lim L
z—0 3z
Ne LINHA DE ONDE VEIO
01 sen(dz) 1 sen(4z) Tiro o 3 do denominador para fora, porque
3z 3 T constante multiplicando sai do limite.
02 u=4r = ¢ = v , u—0quandoz — 0 Crio u = 4z para igualar o angulo ao
4 denominador. Verifico: u — 0 junto com .
03 sen(4z) senu _ 4. Senu Dividir por u/4 é multiplicar por 4/u: 0 4 sai
x u/4 u para fora da raz&o.
i .1 _ 4
04 lim sen(4x) _ l.4'1: é ApllCOsenu/u—>1.§-4-1_§.
z—0 3z 3 3

Exercicios da ligdo

Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do modulo.

Al O que diz o limite trigonométrico fundamental?
(@) Lim senu 1
u—0 U
(b) limsenu =1
u—0
() 1im =% =
u—0 U
2
A2 Calcule lim sen( m).
z—0 x
L =

Dica: Chame u = 2z. Entdo z = u/2.
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A3 Quanto é cos(m — z)?
(a) —cosz
(b) coszx
(c) —senz

Dica: Teste com z = 0 para eliminar opgoes.

A4 sen(7x)

Ponha em ordem o célculo de lim
z—0 €T

A —-7-1=7
u
B =Tr = - —
U T T z

c z—0 = u—0

D sen(7z) senu senu
J— — 7 .
x u/7 u

Ordem certa:

A5

sen(2
# esta errada?

Qual linha do calculo de lim
z—0
1 u=2z = z= g

2) sen(2x) senu
x u/2
3) senu senu

| =

u

Linhaerrada: _____

Aé Calcule lim ———.
z—0 sen(bx)

L=

Dica: E o inverso de sen(5z)/z, que tende a 5.

Calcule lim M
x—0 2x
L=

Dica: tg(3z) = sen(3z)/ cos(3z),e cos0 = 1.

A7

2(2
h8 Nivel da prova: calcule lim m

2501 — cosx
L =

Dica: Conjugado 1 + cos z: 0 denominador vira sen® z. Depois (sen 2/ sen :L')2.

Se precisar, volte a PRE-REQUISITOS
O problema também usa estas licdes. Se algum termo travar a leitura, volte aqui antes de seguir.

LICAO 0 QUE ELA DA

Poténcias e raizes Depois desta licdo vocé calcula poténcias e raizes, simplifica um
radical como /8 = 24/2 e entende o que faz um expoente negativo.
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LIGAO 0 QUE ELA DA

Fracdes Depois desta ligdo vocé simplifica, soma fragdes e transforma numero
mais fragao, ou divisdo de fragao por fragado, em um unico quociente.

Intervalos Depois desta licao vocé |é e escreve qualquer intervalo, com colchete,
paréntese, infinito e a notagao de conjunto.

As trés proibigées do dominio Vocé aprende as trés coisas que nunca podem acontecer numa conta:
dividir por zero, tirar raiz quadrada de negativo e usar logaritmo fora
das condigbes.

Trigonometria: radianos, circulo Vocé aprende o que é radiano, o que o circulo trigonométrico mostra,
trigonométrico, seno e cosseno os angulos notaveis e o sinal de seno e cosseno em cada quadrante.
Limite: o que é, laterais, infinito e Depois desta licao vocé explica o que é um limite, distingue lateral
indeterminacgao esquerdo e direito, e reconhece uma indeterminagéao 0/0.

Neste guia: Mdédulo 1, Parte A.

| B:-Aideia do problema

Enunciado completo

PROBLEMA 3
. tg2(3z) o .
Seja h(z) = —————— (aqui tg € a tangente, que o0 enunciado escreve tan). O problema todo
1 + cos(m — )
gira em torno de lim h(z).
z—0

e (a)[1,0] Mostre que lir% h(z) é uma indeterminagéo.
z—
sen®(3z)
(1 — cosz)cos?(3z)’

¢ (c)[1,4] Dé as condigbes sobre x para h estar definida (ndo precisa escrever o dominio).

* (b)[1,2] Mostre que h(z) =

e (d)[1,5] Dé um intervalo coerente com (c) que confirme a aproximag¢ao dos dois lados, x — 0.
¢ (e)[1,6] Usando o conjugado e a identidade fundamental, mostre que h(z) =
sen?(3z) (1 + cos )
sen?z cos?(3z)
* (f)[0,8] Calcule lim(1 + cos z) e lim cos?®(3z).
z—0 z—0

e (g)[1,5] Com o limite trigonométrico fundamental e uma mudanga de variavel, mostre que
lim 5262) _ 5
z—0 senax
e (h)[1,0] Calcule lin% h(z).
T—

A IDEIA

Ao trocar z por 0 sai 0/0, que ndo diz nada. A saida é reescrever h até aparecerem dois ingredientes
que sabemos: o limite fundamental senu/u — 1 e fatores que ddo nimero comum quando z — 0.
Trés passos: (1) tangente vira seno sobre cosseno e cos(m — z) = — cos z; (2) o conjugado e a
identidade fundamental trocam 1 — cos z por sen’ z; (3) a mudancga de variavel u = 3x mostra que
sen(3z)/senxz — 3. Montando: 9 -2/1 = 18.
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O que o problema pede, em uma frase

Limite é o valor para o qual uma expressao se aproxima quando x chega perto de um numero, sem
precisar chegar nele. Aqui x chega perto de 0.

Ao substituir z = 0 em h, 0 numerador vira 0 e o denominador também: 0/0. Isso se chama
indeterminacao. Nao quer dizer que o limite € zero nem que nao existe. Quer dizer: a expressdo esta
escrita de um jeito que esconde a resposta. O trabalho é reescrever a expressao (sem mudar o valor) até
a resposta aparecer.

Por que senz perto de 0 é quase igual a x

No circulo de raio 1, o &ngulo z (em radianos) & exatamente o comprimento do arco. O seno é a altura do
ponto. Quando o Angulo é pequeno, 0 arco quase encosta na altura: o comprimento do arco e a altura
ficam quase iguais.

. . senczx , .. . L.
Por isso a razao — chega perto de 1 quando  — 0. Esse é o limite trigonométrico fundamental:
senu

lim = 1. Importante: vale s6 com » em radianos e s6 com 0 mesmo u em cima e embaixo.
u—0 u

0 conjugado e a identidade fundamental

O denominador 1 + cos(m — z) fica 1 — cos z, porque cos(m — ) = — cosz. Perto de 0,1 — cosz
também vai a 0: ainda é um problema.

Trugue: multiplicar em cima e embaixo por 1 + cos z (o conjugado de 1 — cosz). Como (1 — a)(1 + a) =
1 —a? sai (1 — cosz)(1 + cosz) = 1 — cos? z. Pela identidade fundamental sen? z + cos?z = 1, isso é
sen? z. Agora o denominador tem sen z, exatamente o que o limite fundamental pede.

A mudancga de variavel u = 3z

O limite fundamental pede senu/u com 0 mesmo . Em sen(3x)/z os dois sdo diferentes. Conserto:
chamar u = 3z. Entdo z = u/3, e quando z — 0 também u — 0.
sen(3z) senu senu
= pu— 3 .
x u/3
embaixo da 1, resultado 3.

— 3-1 = 3. Parasen(3z)/ senz, divida cima e baixo por z: em cima da 3,

Montando o resultado

comitn - (%535) 5t

2
1. O limite de um produto é o produto dos limites quando cada limite existe. Resultado: 9 - 1 = 18.

, cada pedaco tem limite conhecido: 32 = 9,1 + cos0 = 2, cos?0 =

senx

Em todo passo, diga a condigao: a equivaléncia vale para « # 0 perto de 0 (dentro do intervalo do item
d), e os limites de duas expressdes que coincidem fora do ponto 0 sdo iguais, porque o limite n&o olha
para o valorem z = 0.

Confira numericamente na tabela abaixo: pelos dois lados, h(x) se aproxima de 18.
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| C-0 problema resolvido, item por item

Cada item traz a pergunta, o quadro com a origem de cada linha, o que dizer em voz alta, por que o
meétodo funciona, a armadilha e as ideias-chave.

Item a 1,0 PONTO

PERGUNTA
Mostre que lin% h(z) é indeterminagéo.
T—

N LINHA DE ONDE VEIO

01 tg?(3-0) = tg?(0) = 02 = 0 Troco z por 0 no numerador. tg 0 = 0, e zero
ao quadrado é zero.

02 1+cos(m—0)=1+4+cosm=1+(-1)=0 Troco no denominador. cos m = —1, entéo
1+(-1)=0.

03 Numerador e denominador deram zero

.0
h(z) vira = ao trocar z por 0
0 juntos: aparece 0/0.

04 0/0 é indeterminac&o: o limite pode existir, falta trabalhar ~ Concluo em palavras: 0/0 ¢ indeterminagéo,
a expressao néo é resposta. O limite pode existir, mas
preciso reescrever.

0 QUE DIZER

Troco x por zero. No numerador, tangente de zero é zero, e zero ao quadrado é zero. No
denominador, cosseno de pi menos zero € cosseno de pi, que vale menos um, entdo um mais menos
um da zero. Ficou zero sobre zero, uma indeterminag&o: isso ndo prova que o limite é zero nem que
nao existe, s6 diz que preciso reescrever a expressao.

POR QUE FUNCIONA

Substituir é o primeiro teste de qualquer limite. Se der um numero, acabou. Se der 0/0, a conta ndo
responde: duas quantidades que somem juntas podem ter raz&o qualquer (por exemplo 2z /z da 2,
w2/m da 0). Por isso precisamos mexer na forma.

ARMADILHA
Dizer que cosm = 1 (¢ —1) e concluir 0/2 = 0. Ou escrever que 0/0 = 00ou0/0 =1:0/0 ndo é
numero.

IDEIAS-CHAVE

e Primeiro teste de qualquer limite: substituir o valor.

e 0/0 ndo é numero: é uma indeterminagao.

¢ Indeterminacéo ndo diz que o limite € zero nem que n&o existe.
e cosm = —1: 0 ponto de meia volta esta a esquerda do circulo.
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Item b 1,2 PONTOS

PERGUNTA
sen’(31)
(1 — cosz)cos?(3z)’

Mostre que h(z) =

Ne LINHA DE ONDE VEIO

01 th (3$) _ sen? (333) A tangente é, por definicéo, seno sobre
cos?(3z) cosseno. O quadrado vale para os dois.

02 cos(m —z) = —cosz Regra do circulo: m — z é o espelho de z no

eixo vertical, o cosseno troca de sinal.

03 1+cos(mr—z)=1—cosz Troco no denominador: 1 + (—cosz) =1 —
COS .
04 hz) = sen?(3z)/ cos*(3z) Monto a frago com a tangente ja trocada
1—cosz em cima.
05 hz) sen?(3z) Frag&o dentro de fragdo: o cos?(3z) do
xTr) =
(1 — cos z) cos?(3z) numerador desce e multiplica o

denominador.

0 QUE DIZER

A tangente é seno sobre cosseno, entdo tangente ao quadrado de 3x € seno ao quadrado de 3x
sobre cosseno ao quadrado de 3x. No denominador, cosseno de pi menos X € menos cosseno de X,
porque pi menos x esta no segundo quadrante e espelha o angulo x. Entdo um mais cosseno de pi
menos X vira um menos cosseno de X. Substituo e o cosseno ao quadrado, que estava no
denominador do numerador, desce para o denominador geral.

POR QUE FUNCIONA

Trocamos tudo por seno e cosseno porque sdo as fungdes que conhecemos bem. A regra cos(m —
x) = — cosz vem do circulo: o ponto do angulo m — z é o espelho horizontal do ponto do angulo z,
entdo o cosseno (coordenada horizontal) troca de sinal e o seno fica igual.

ARMADILHA
Escrever cos(m — x) = cosx, perdendo o sinal. Ai o denominador vira 1 + cosz, que vale2emz = 0
,€00/0 some por engano.

IDEIAS-CHAVE

e Tangente é seno sobre cosseno.

e cos(m — x) = — cosz, € 0 seno ndo muda de sinal.

e Tudo em seno e cosseno: sdo as fungdes que dominamos.
e Fracdo dentro de fragéo: o de baixo desce.
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Item c 1,4 PONTOS

PERGUNTA
Dé as condi¢bes sobre x para h estar definida.

Ne LINHA DE ONDE VEIO
01 tg(3z) sb existe se cos(3z) # 0 A tangente € seno sobre cosseno, entao néo
existe quando o cosseno é zero. O angulo
aqui e 3z.
T m  krm - - -
02 324tk > 24+ kez cosy = 0 quandoy = 7/2 + kr. Com y = 3z,
2 6 3 divido tudo por 3.
03 denominador 1 + cos(mr —z) =1—cosz # 0 = O denominador né&o pode ser zero. Ele vale
cosxz # 1 1 —cosz.
04 cosr#*1 = x#2kn, kel cosz = 1 sO nos giros completos, z = 2km.
05 As duas condig¢des valem ao mesmo tempo Resposta completa: as duas restrigbes

juntas,com k inteiro.

0 QUE DIZER

Uma fragao so6 existe se o denominador nao for zero, e a tangente so6 existe onde o cosseno néo é
zero. Primeira condigdo: cosseno de 3x diferente de zero, ou seja, 3x diferente de pi sobre dois mais
k pi, 0 que da x diferente de pi sobre seis mais k pi sobre trés. Segunda condigdo: um menos
cosseno de x diferente de zero, ou seja, cosseno de x diferente de um, o que da x diferente de dois k
pi. Vale k inteiro nas duas, e as duas tém de valer juntas.

POR QUE FUNCIONA

Cada operacéo tem a sua restrigdo. Tangente é seno dividido por cosseno, entdo proibe cosseno
zero. Frag&o proibe denominador zero. O cosseno vale 0 em 7 /2 mais voltas de meio giro; para
cos(3z) o angulo é 3z, por isso dividimos tudo por 3 no fim. O cosseno vale 1 sé nos giros
completos 2kr.

ARMADILHA
Esquecer a condigéo da tangente e olhar s6 o denominador. Ou escrever z # /2 + kr sem dividir
por 3, esquecendo que o angulo é 3x.

IDEIAS-CHAVE

e Cada operagdo traz uma restrigcdo: tangente e fragéo.

e Cosseno zero em /2 + km; o angulo é 3z, entao divide por 3.
e Cossenoigualal em 2km.

¢ Duas condigdes valem juntas, com k inteiro.
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Item d 1,5 PONTOS

PERGUNTA
Dé um intervalo coerente com (c) que confirme a aproximagao bilateral z — 0.

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 pontos proibidos mais préximos de0: z = iE (= Vizinhos de 0 na lista proibida: comk =0 e
+0,52) 6 k = —1 sai £7/6, que vale cerca de +0,52.
02 o préprio 0 também é proibido (z = 2kx, k = 0) Na segunda condi¢do, k =0daz =0:0
proprio 0 ndo pertence a h.
03 I— (_£7 0) U (0, E) Fica livre o que esta entre —7/6 e 7/6,
6 6 menos o 0: dois intervalos.
04 ha pontos de I a esquerda e a direitade 0 Ha pontos livres a esquerda e a direita de 0,
tdo perto dele quanto eu queira.
05 logoxz — 0~ ez — 0" s&o possiveis: aproximagio Isso é o que permite falaremz - 0" ex —
bilateral 0" (os dois lados).

0 QUE DIZER

Procuro os pontos proibidos vizinhos de zero. Na primeira condi¢éo, com k igual a zero e k igual a
menos um, aparecem mais e menos pi sobre seis, perto de mais e menos meio. O proprio zero
também é proibido, na segunda condi¢c&o. Entdo tomo menos pi sobre seis até zero, e de zero até pi
sobre seis, sem 0s extremos e sem o zero. Ha pontos do intervalo dos dois lados de zero, entdo
posso me aproximar pela esquerda e pela direita.

POR QUE FUNCIONA

Para falar de x — 0 precisamos de pontos do dominio arbitrariamente perto de 0, dos dois lados. O
limite nunca exige que h(0) exista: o 0 fica fora do intervalo e mesmo assim existem pontos tao
perto dele quanto quisermos.

ARMADILHA
Dar (—%,%) sem tirar 0 0 (em = = 0 o denominador zera), ou dar um intervalo largo como (—%, %),
que contém *+Z, onde a tangente n&o existe.

IDEIAS-CHAVE

e Ache os pontos proibidos mais proximos de 0.

e O 0 também é proibido, mas continua sendo ponto de aproximagao.
¢ Dois intervalos: (—7/6,0) U (0,7/6).

e Aproximagao bilateral exige pontos do dominio dos dois lados.
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Item e

PERGUNTA

Com o conjugado e a identidade fundamental, mostre que h(z) =

MODULO

3

1,6 PONTOS

sen?(3z)(1 + cosz)
sen?z cos?(3z)

Ne LINHA DE ONDE VEIO
ot h(z) = sen’ (3z) 1+ cosz Muttiplico por ££22 — 1: nao muda o valor
(1 —cosz)cos?(3z) 1+ cosz (emI,1 + cosz # 0).
02 (1 —cosz)(1+cosz)=1—cos’x Produto notavel: (1 —a)(1 +a) =1 — a?,
COMm a = cos .
03 1—cos’z =sen’z Identidade fundamental: sen® z + cos’ z = 1,
logo 1 — cos? z = sen? z.
04 hiz) = sen?(3z) (1 + cos z) Junto tudo: sen? z no denominador, (1 +
sen? z cos?(3z) cos ) N0 numerador.
05 valesel +cosz # 0esenz # 0(em I,z # 0) Condigoes de validade, para o professor ver

sen?z + cos?xz = 1diz1 — cos

Escrever 1 — cos
valor da fragéo.

0 QUE DIZER
Multiplico em cima e embaixo por um mais cosseno de X, 0 conjugado de um menos cosseno de X.
Isso & multiplicar por um, entdo ndo muda o valor, desde que um mais cosseno de x nao seja zero.
No denominador, um menos COSSENO Vezes Um mais COSSeNo é um menos cosseno ao quadrado,

diferenca de quadrados. Pela identidade fundamental, um menos cosseno ao quadrado € seno ao

quadrado de x. O numerador ganha o fator um mais cosseno de x. Vale no intervalo |, onde x ndo é
Z€ero e 0 seno nao zera.

POR QUE FUNCIONA
O produto notavel (1 — a)(1 + a) = 1 — a? elimina o sinal de menos que atrapalha. A identidade
x = sen? z. Assim trocamos 1 — cos z, que vai a zero, por sen? z, que
sabemos tratar com o limite fundamental. Multiplicar por L% € multiplicar por 1 (valido em I,
onde cosx > 0).

2

ARMADILHA

2

IDEIAS-CHAVE

e Conjugadodel —cosx €1 + cosz.

(1-a)(l+a)=1-ad%

que sei de onde a igualdade vale.

z = cos’z ou 1 + cos® z (é sen® z), ou multiplicar sé o denominador, mudando o

e 1 — cos’z = sen’z, pela identidade fundamental.

Multiplicar por iigﬁ vale desde que ndo seja zero.
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Item f

PERGUNTA

Calcule lim(1 + cos z) e lim cos®(3z).
z—0 z—0

MODULO

3

0,8 PONTOS

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 lim(1+cosz)=1+cos0=1+1=2 O cosseno é continuo: o limite é o valor.
z—0 ~
cos0 =1,entdaol +1 =2.
02 lim cos*(3z) = (cos(3 - 0))2 =(cos0)?=1*=1 Mesma ideia: 0 angulo 3 -0 & 0,cos0 = 1,e
—0 12 - 1.
03 0 cosseno é continuo: basta substituir, nAo ha 0/0 Aviso em voz alta: nada aqui é 0/0, por isso

0 QUE DIZER

ao quadrado é um.

POR QUE FUNCIONA

vira 0/0, substituir ¢ permitido.

ARMADILHA

IDEIAS-CHAVE

e cos(O=1.

e Sem 0/0, pode substituir.

e Funcéao continua: limite € o valor da fungéo.

substituir € permitido.

Aqui basta substituir, porque o cosseno € uma fungéo continua: o limite € o valor. Um mais cosseno
de zero € um mais um, que da dois. Cosseno de trés vezes zero é cosseno de zero, que € um, e um

Fungéo continua em um ponto tem limite igual ao valor nesse ponto. Seno e cosseno sdo continuos
em toda a reta, e soma, produto e poténcia de fun¢des continuas também. Por isso, quando nada

Esquecer que cos0 = 1 (e ndo 0): isso da limites 1 e 0 e destrdi a conta final.

ltem g 1,5 PONTOS
PERGUNTA
o . g . sen(3x)
Com o limite trigonométrico fundamental e uma mudanga de variavel, mostre que lim ——= = 3.
z—0 senc
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 sen(3m) N sen(3:c)/z (:c ” 0) Divido numerador e denominador por z (vale
sen senz/x com z # 0). Quero ver razdes do tipo senu/u.
senu
02 Fundamental: im =1 Lembro a ferramenta: senu/u — 1,em
u—0 U radianos e com 0 mesmo u.
03 u=23z = = u , r—=>0=>u—0 u = 3z deixa o angulo igual a quem divide. E
3
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N° LINHA DE ONDE VEIO
04 sen(3z) senu g.S€DU 4 . 4 Dividir por u/3 é multiplicar por 3 /u: sai o
T u/3 u fator 3,sobra senu/u — 1.
05 lim senz 1 O denominador ja esté na forma do limite
z—0 €

fundamental,com u = z.

06 lim sen(3z) 3 _ Quociente de limites existentes: 3/1 = 3.

0 QUE DIZER

Divido cima e baixo por X, 0 que vale para x diferente de zero. Lembro o limite fundamental: seno de
u sobre u tende a um quando u tende a zero. Para o numerador, fago a mudanga de varidavel u igual
a trés x. Entdo x é u sobre trés, e quando x vai a zero, u também vai a zero. Seno de trés x sobre x
vira seno de u sobre u sobre trés, que é trés vezes seno de u sobre u, e tende a trés vezes um, trés.
O denominador, seno de x sobre x, tende a um. Resultado: trés sobre um, trés.

POR QUE FUNCIONA

O limite fundamental so6 vale quando o que esta dentro do seno é igual ao que divide. Em sen(3z)/z
nao é: por isso criamos u = 3x e ajustamos o denominador, multiplicando e dividindo por 3. A
mudanga é legitima porque u — 0 exatamente quando = — 0. Dividir cima e baixo por z € valido
porque z = 0 no limite (o limite ndo olha para z = 0).

ARMADILHA
Cortar o seno: sen(3z)/ senz = 3 "porque o seno some". Nao pode: sen(3z) # 3senz (emz = /2
da —1 contra 3). Outro erro: dizer que sen(3z)/x — 1.

IDEIAS-CHAVE

e Limite fundamental: senu/u — 1 quando u — 0.

O angulo e o denominador tém de ser iguais.
u=3z:xz=u/3,eu— 0quando z — 0.

Sai um fator 3 para fora da razao.
e Seno ndo se corta.

Item h 1,8 PONTO

PERGUNTA
Calcule lim h(z).
z—0

nNe LINHA DE ONDE VEIO
01 hx) — sen(3z) ? 1+4cosz Reescrevo h da forma de (e) separando o
(z) = sen cos?(3z) quadrado da razdo sen(3xz)/ senz e 0s outros
fatores.
2 a2
02 lim h(z) = 32. Z (itens f e ) Troco cada fator pelo seu limite: 3* (item g) e
@0 1 2/1 (item f).
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N° LINHA DE ONDE VEIO
03 limh(z) =9-2 =18 Multiplico: 9 - 2 = 18.
z—0

0 QUE DIZER
Reescrevo h de (e) como o quadrado de seno de trés x sobre seno de x, vezes um mais cosseno de
X sobre cosseno ao quadrado de trés x. Cada fator tem limite: o primeiro é trés ao quadrado, nove,
pelo item g; o segundo é dois sobre um, pelo item f. O limite do produto & o produto dos limites,
porgue cada um existe: nove vezes dois, dezoito.

POR QUE FUNCIONA

O limite de um produto é o produto dos limites quando todos existem (o denominador cos2(3m) tem
limite 1 # 0, entdo a divisdo também vale). A expresséo de (e) coincide com h em I (fora de 0),
entdo tem o mesmo limite que A em 0.

ARMADILHA
Esquecer de elevar o limite do item (g) ao quadrado (dar 3 - 2 = 6), ou deixar o 2 de fora.

IDEIAS-CHAVE

o Reescrever h como quadrado da razao vezes o resto.

e Limite do produto é o produto dos limites (se cada um existe).
e Resultado: 9-2/1 = 18.

| D-Oroteiro dos 12 minutos

O tempo total é de 12 minutos, dividido em faixas proporcionais aos pontos de cada item. Treine olhando
o relogio.

TEMPO ITEM 0 QUE FAZER

0:00 a 1:12 a [tem a: escreva z = 0 no numerador e no denominador, dé 0 e 0, diga em voz alta que
é indeterminagéo e que isso n&o é resposta.

1:12 a 2:38 b Item b: tangente é seno sobre cosseno; cos(m — x) = — cos x; monte a fragdo dupla e
desga o cos?(3z).

2:38 a 4:19 ¢ Item c: duas condigdes, cos(3z) # 0 e cosz # 1; escrevax # w/6 + kr/3 ez # 2k,
k inteiro.

4:19 a 6:07 d Item d: ache +7/6, tire 0 0, escreva (—7/6,0) U (0, w/6) e diga que ha pontos dos
dois lados de 0.

6:07 a 8:02 e Item e: multiplique por (1 + cos z)/(1 + cos z), produto notavel, 1 — cos? z = sen? z,
chegue na férmula pedida.

8:02 a 9:00 f Item f: substitua, sdo limites de fungéo continua: 2 e 1. Curto, sem enrolar.

9:00 a 10:48 g Item g: divida por z, u = 3z, sen u/u — 1, numerador 3, denominador 1, resultado 3.

10:48 a 12:00 h Item h: escreva h como gquadrado vezes fator, troque pelos limites: 9 - 2/1 = 18. Se

sobrar tempo, repita em voz alta o fio do problema.
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MACETES DE QUADRO

e Macete do seno: perto de zero, seno de qualquer coisa é a propria coisa (senu ~ u). Entdo
sen(3z) ~ 3z e senz ~ z: arazdo é 3z/x = 3. Use como conferéncia de cabega, mas na prova
escreva u = 3.

o Gatilho do conjugado: apareceu 1 — cos z no denominador de um limite em 0? Multiplique por

l4cosz R 2
Treosa” Saisen” z.

e Digaacondigao: ao final de cada igualdade, fale quando ela vale (z # 0, dentro do intervalo I).
O professor cobra essa frase.

| E-Erros comuns

Os erros abaixo custam ponto de verdade. Compare a coluna “Escreveu” com a coluna “O certo” e leia o
porqué.

ITEM ESCREVEU 0 CERTO POR QUE
a cosm—1 = 0 -0 cost=-1, 1+(-1)= O cossenode meiavoltaé —1, a
2 0 0 coordenada horizontal do ponto que esta
b
0 aesquerda do circulo. Errar o sinal faz a
indeterminagéo desaparecer e tudo que
vem depois fica sem sentido.
b cos(m —z) =cosz cos(m — ) = —coszx m — x é o espelho de z em relagdo ao eixo

vertical: o seno ndo muda, o cosseno
troca de sinal.

Em z = 0 o denominador 1 — cos z & zero:
h nao existe no 0. O intervalo precisa
exclui-lo, mas ainda ter pontos dos dois

lados.
e 1—cos’z=cos’z 1—cos’z=sen’z A identidade fundamental é sen? z +
cos?z = 1.lsolandooseno: sen’z = 1 —
COS2 Z.
g sen(3z) _ . sen(3z) , senz O resultado € o mesmo, mas a justificativa
senx x 3 esta errada: seno ndo é numero que se

| F-Treino em graus

corta. O ponto é o limite de cada razéo,
depois de ajustar com u = 3zx.

Exercicios novos, com numeros novos. O grau 3 tem o nivel da prova. Resolva no papel e s6 entdo

confira

no fim do moédulo.

Grau 1

BASE
. sen(bx
T Calcule lim L
z—0 x
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T2 Calcule lim ;
z—0 sen(2z)
Grau 2
4
s Calcule lim M
z—0 €T
T4 Calcule lim M.
z—0 sen(2z)
Grau 3
tg2(2
™ Calcule lim — 8 (22) .
2—0 1 + cos(m — x)
T6 . 1—cosz
Calcule lim ———.
z—0 :E2
Confira se entendeu

Perguntas curtas, do passo pequeno ao item inteiro. Responda por escrito antes de olhar o gabarito.

Cc1

Cc2

C3

ITEM A
Quanto vale tg(0), sabendo que tg = X
Ccos
(@) 0
) 1

(c) Na&o existe

Dica: Escreva a tangente como seno dividido por cosseno e troque x por 0.

ITEM A

Ponha em ordem a demonstragcdo da indeterminacéo.

A 14cos(m—0)=1+(-1)=0
B indeterminacgéo: falta reescrever
c tg%(3-0) =0

P h(z) vira g

Ordem certa:

ITEM B

Quanto é cos(m — z)?

(a) —cosz
(b) cosz
(c) senz
(d) —senz

Dica: Teste com & = 0: cos(m — 0) = cosm. Qual opgdo da —1 quando z = 0?
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C4

C5

Cé

c7

c8

Cc9

ITEM B

Ponha em ordem a resolugao do item (b).

2 2
A h(z) = sen”(3z)/ cos*(3x)
1—cosz
B l14cos(m—z)=1—cosz
2
c 9 sen”(3z)
t — = \v)
g (32) cos?(3z)
D sen?(3z)
h =
(2) (1 — cosz) cos?(3x)
E cos(m—x)=—cosz

Ordem certa:

ITEM C

Para a tangente existir, 0 que precisa valer?
(a) O cosseno do angulo é diferente de zero
(b) O seno do angulo ¢é diferente de zero

(c) O angulo ¢é diferente de zero

ITEM C

Quantos valores de  em [0,27) fazem cosx = 1?

quantidade =

ITEM D

~ . ™ T
Por que nao serve o intervalo (_E’ §)?

(a) Contém 4 /6, onde a tangente néo existe, e contém 0
(b) Porque é largo demais para um limite

(c) Porque ndo contém o 0

ITEM D

O que significa dizer que a aproximagao x — 0 é bilateral?
(a) Ha pontos do dominio dos dois lados de 0, tAo perto quanto se queira
(b) h(0) existe e vale o limite
(c) O limite é igual dos dois lados
ITEM E
Qual é o conjugado de 1 — cos z?
(@) 14 cosz
(b) —1-+cosz

(c) 1—cosz
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(¢]

Cc11

Cl12

C13

Cl4

C15

C1é6

ITEM E

Qual linha esta errada?

1) (1 —cosz)(l+cosz)=1—cos’z
2) 1—cos’z =sen’z

3) sen?(3z) 1+cosz  sen?(3z)(1+ cosz)

(1 —cosz)cos?(3z) 1+cosz (1 — cosz)cos?(3x)

Linha errada:

ITEM F

Calcule lim(1 + cos z).
z—0

L=

ITEM F

. 1+ cosz
Calcule lim ——————.
20 cos?(3x)

L=

ITEM G

O que diz o limite trigonométrico fundamental?

(a) lin% sent 1, com u em radianos
U— u
(b) lin})senu =1
u—
©) Lim %% _ o
u—0 u
ITEM G
6
Calcule lim M_
z—0 sen(2z)

L=

Dica: Divida cima e baixo por z: em cima sai 6, embaixo sai 2.

ITEM H
2
Calcule lim <M) )
z—0 senx
L—=_

Dica: A razado dentro tende a 3. Eleve ao quadrado.

ITEM H
Ponha em ordem a resolugéo do item (h).
2
A limh =32, T

" h(e) = <Sen(3w))2. 1+ cosz

senx cos?(3z)

c limh=9-2=18

Ordem certa:
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Caga ao erro

Cc17 ITEM A
Qual linha da demonstracéo do item (a) esta errada?
1) tg?(3-0) = tg%(0) =0
2) 14cos(m—0)=1+cosm
3) cosm=1
4) 1+ cosm=2
0
5) 3= 0 (sem indeterminagao)
Linha errada:
Cc18 ITEM B
Qual linha do item (b) esta errada?
1) 9 sen?(3x)
tg?(3z) = ———=
g"(32) cos?(3x)
2)  cos(m —z) =cosz
3) 1+cos(mr—x)=1+cosz
4) h(z) = sen?(3m)
(14 cosz) cos?(3x)
Linha errada:
Cc19 ITEM E
Qual linha do item (e) esta errada?
1) sen?(3z) 1+ cosz
(1 —cosz)cos?(3z) 1+ cosz
2) (1——cosw)(14—cosw)::1——cos2x
3)  1—cos’z =cos’z
4) h(z) = sen®(3z)(1 + cosz)
cos? z cos?(3z)
Linha errada:
€20 [1TeM 6
Qual linha do item (g) esta errada?
1) sen(3z) sen(3z)/x
senx  senz/z
2)  sen(3z) sen(3z)
=) g
T 3z
3) limsen(3:v) _3
z—0 3z
4)  resultado=3-3=9
Linha errada:
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c21 ITEM D

Qual linha do item (d) esta errada?

MODULO 3

k
D cos(3a) A0 ot T o
2) k=0=z=2 k=-log=__
6 6
3)  intervalo escolhido: (——, E)
3°3
4)  ha pontos dos dois lados de 0

Linhaerrada: _____

| G- Cartoes de reviséo e glossario

Leia a frente do cartdo, responda em voz alta e s6 entao leia o verso.

FRENTE

VERSO

O que éindeterminagao 0/0?

nu

. Se€ N
Quanto vale lim e por qué?
u—0

u

Quando posso usar o limite
fundamental?

Como tratar sen(3z)/x?

Por que u = 3x € umamudancga legitima?

Quanto é cos(m — x) e de onde vem?

O que é atangente em seno e cosseno?

Qual é o conjugado de 1 — cos x e para
que serve?

O quediz aidentidade fundamental?

Por que o limite de h em 0 pode ser
calculado se h(0) ndo existe?

Quando duas expressdes tém o mesmo
limite em 0?

Qual é o fio condutor do problema?

Por que senu =~ u perto de 0?

Os trés cuidados do limite fundamental

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

Sinal de que a expressao esta escrita de um jeito que esconde a
resposta. O limite pode existir; & preciso reescrever.

1. Pertode 0, 0 seno é quase igual ao angulo em radianos (altura
quase igual ao arco).

S6 com u em radianos, u — 0, e o mesmo u dentro do seno e no
denominador.

Mudanga de varidvelu = 3z: x = u/3,senu/(u/3) =
3senu/u — 3.

Porque u — 0 exatamente quando z — 0: o limite fundamental
continua valendo.

—cosxz. ™ — x € oespelhode x no eixo vertical: o cosseno
(horizontal) troca de sinal.

tgy = seny/ cos y. Por isso s existe onde cos y # 0.

2

1+ cos z. Produz 1 — cos? z = sen? z e elimina o sinal de menos.

sen® z + cos? z = 1 (Pitagoras no circulo de raio 1). Dai 1 —

0052 T = sen2 Z.

Porque o limite s6é olha para x perto de 0, nuncaem 0. Importa o
comportamento ao redor.

Quando coincidem para todo z # 0 perto de 0: diferem no maximo
no ponto, que o limite ignora.

0/0 — tangente em seno e cosseno — conjugado e sen’z — u =
3z —3%2-2/1=18.

No circulo de raio 1, o angulo (arco) e a altura do ponto quase
coincidem quando o angulo é pequeno.

Radianos; u — 0; o mesmo u dentro do seno e embaixo.
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FRENTE VERSO

Regrade bolso de sen(kz)/z em 0 Tende a k (por u = kz, z = u/k).

cos(m — ) —cos z: ™ — x espelha z no eixo vertical

1 — cos® z éigual aqué? sen? z, pela identidade fundamental sen? z + cos? z = 1.
Glossario do médulo

TERMO DEFINIGAO CURTA

bilateral Aproximacao dos dois lados do ponto: pela esquerda (07) e pela direita (0).

conjugado Mesma expressdo com o sinal do meio trocado: ode 1 —cosz € 1 + cos z.

continua Funcgéo cujo limite em um ponto € igual ao valor nele; permite substituir.

identidade fundamental sen? z + cos? z = 1, verdadeira para todo z.

indeterminagao Forma como 0/0 que ndo permite concluir o limite sem reescrever a expressao.

limite fundamental ]ln’(l) senu/u = 1,com u em radianos.

U—

mudanga de variavel Trocar z por outra variavel (como u = 3z) para cair numa forma conhecida.

radiano Medida de angulo igual ao comprimento do arco no circulo de raio 1.

tangente Seno dividido por cosseno; ndo existe onde o cosseno é zero.
GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar 81



GUIA DA P2 - CALCULO 1 - LIMITES

| Gabaritos do médulo

Resolugées comentadas do treino

T1

T2

T3

T4

T5

T6

GRAU 1
Comu — 5z: SB0O) _ 50U oy g
X u
GRAU 1
. sen(2x) o1
E oinversode - ,que tende a 2. O limite é >
GRAU 2
tg(4x) = sen(ta) entdo arazio é sen(de) ! —4 L 4
gue) = cos(4z)’ T cos(4z) 1
GRAU 2

6
Divida cima e baixo por z: em cima 6, embaixo 2. Resultado 5 = 3.

GRAU 3
2 2

Denominador 1 — cos x. Tangente vira seno sobre cosseno, conjugadoe 1 — cos® ¢ = sen” z:

2
sen(2z)\ 1+ cosz g2 2 _ 8.
sen cos?(2z) 1

GRAU 3

1+cosz 1—cos’z (sena:)2 1

N =
N =

Multiplique por

1+cosz z?(1+cosz) \ = "1+4cosz
Gabarito de “Confira se entendeu”
Cc1 ITEM A
sen0 0 x .9
Resposta: (a). tg 0 = = - =0.Entaotg*(3-0) = 0.
cos0 1
Se marcou (b): Confundiu com cos 0 = 1. A tangente é seno sobre cosseno: 0/1 = 0.
Se marcou (c): A tangente sé ndo existe onde o cosseno é zero. Em 0 o cosseno vale 1.
Cc2 ITEM A
Ordem certa: C, A, D, B.
1.tg%(3-0) =0

21+cos(mr—0)=1+(-1)=0
3. h(z) vira g
4. indeterminagéo: falta reescrever

Primeiro calculo cada parte (numerador, denominador), depois junto em 0/0 e sé entdo concluo.
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C3

C4

C5

Cé6

c7

c8

c9

ITEM B
Resposta: (a). Emz = 0,cos m = —1 = — cos 0. A regra cos(m — &) = — cos z vale para qualquer z.
Se marcou (b): Esqueceu o sinal. O espelho horizontal inverte a coordenada horizontal.
Se marcou (c): Seno e cosseno so trocam de papel com 7/2, ndo com .

Se marcou (d): Também confundiu seno com cosseno. Meia volta menos x mantém a coordenada: o que
muda é o sinal do cosseno.

ITEM B
Ordem certa: C, E, B, A, D.
sen?(3z)
1. tg? = —=
te"(32) cos?(3z)
2.cos(m —x) = —cosx
3. 1+cos(m—z)=1—cosz
4. h(z) = sen?(3z)/ cos?(3z)
1- g,o?f z
5. h(z) — sen’(3z)

(1 — cos z) cos?(3z)

Primeiro traduzo cada pedago (tangente, cosseno de m — x), depois monto a fragéo e arrumo.

ITEM C

seny .
exige 0.
cosy gecosy 7

Se marcou (b): Trocou numerador por denominador. Quem n&o pode ser zero € o denominador, o cosseno.

Resposta: (a). tgy =

Se marcou (c): A tangente de 0 existe e vale 0. O problema s&o os dngulos de cosseno zero.

ITEM C

Resposta: quantidade =1

S6 z = 0. O préximo (27) esta fora do intervalo, que é aberto no fim.

ITEM D
Resposta: (a). Um intervalo coerente com (c) ndo pode conter ponto proibido: nem +7/6, nem 0.
Se marcou (b): Largura ndo é o defeito. O defeito & conter pontos onde h ndo existe.

Se marcou (c): Contém o 0 sim, e é por isso que esta errado: em 0 o denominador zera.

ITEM D

Resposta: (a). Bilateral € sobre o dominio: existem pontos de h a esquerda e a direita de 0 arbitrariamente
perto. Que os limites laterais coincidam é outro assunto, e vem depois.
Se marcou (b): Isso é continuidade. Aqui nem existe h(0), mas a aproximagado continua possivel.

Se marcou (c): 1sso é a conclusdo do limite. Bilateral aqui so6 fala de poder chegar pelos dois lados.

ITEM E

Resposta: (a). O conjugado troca sé o sinal entre os dois termos. Assim (1 — a)(1 + a) = 1 — a?: o termo

do meio desaparece.

Se marcou (b): 1sso é o oposto de 1 — cos z, ndo o conjugado. O produto daria —(1 — cos m)Q.

Se marcou (c): Esse é o proprio termo. O produto daria um quadrado, sem eliminar nada.
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cie ITEM E
sen?(3z)(1 + cos z)
(1 — cosz)(1 + cos z) cos?(3x)
Multiplicar a fragéo por %ig% multiplica o numerador e o denominador. Multiplicar s6 o de cima muda o
valor da fragao.

Linha errada: 3. Corregéo:

Cl1 ITEM F
Resposta: L =2

cos0 = 1leocossenoécontinuo:1+1=2.

Ci2 ITEM F
Resposta: L =2
O denominador vaia 1l # 0, entdo o limite do quociente € 2/1 = 2.

C13 ITEM G
Resposta: (a). Perto de 0, 0 seno é quase igual ao angulo em radianos: a razéo fica perto de 1.
Se marcou (b):sen 0 = 0. O que tende a1 é arazdo sen u/u, N&0 0 seno sozinho.

Se marcou (c): Seria 0 0/0 vencendo o numerador. Perto de 0, sen u ~ u, entéo a razéo fica perto de 1.

Cl4 ITEM G
Resposta: L =3
sen(6z)/x N 6 _ 3.
sen(2z)/z 2
C15 ITEM H
Resposta: L =9

Limite da poténcia é a poténcia do limite: 32 = 9.

C16 ITEM H
Ordem certa: B, A, C.

1. h(z) = (Sen(i’)x)>2 14 cosz

senx cos?(3x)

3.limh=9-2=18

Reescrevo, troco pelos limites ja provados e multiplico.

c17 ITEM A
Linha errada: 3. Corregéo: cosm = —1

O cosseno de meia volta € —1. Com o sinal certo o denominador da 0 e a indeterminagao aparece.

Cc18 ITEM B
Linha errada: 2. Corregéo: cos(m — z) = — cos x

7 — x espelha x no eixo vertical: 0 cosseno troca de sinal. Sem o sinal, o denominador valeria2emz = 0
e o problema deixaria de existir.

Cc19 ITEM E

Linha errada: 3. Corregdo: 1 — cos’z = sen’

A identidade fundamental é sen? z + cos? z = 1, entdo 1 — cos? x é 0 seno ao quadrado, n&o o0 cosseno.
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c20

c21

ITEM G

sen(3zx)
X

Comu = 3z, arazdo sen u/u tende a 1. O fator 3 ja foi tirado para fora na linha anterior: conta-lo duas

Linha errada: 3. Correcao: lim =1
z—0

vezes da 9 emvez de 3.

ITEM D

Linha errada: 3. Correcao: (—%,0) U (0, %)

O intervalo (— %, g) contém +7/6 e 0, pontos proibidos. O intervalo coerente para na fronteira -7 /6 e
exclui o 0.

Gabarito dos exercicios das licdes

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

Resposta: (a). Emradianos, perto de 0, sen u =~ u. A razao fica perto de 1.
Se marcou (b):sen 0 = 0. A razdosen u/u é que tende a 1.

Se marcou (c): Seria assumir que o numerador vence. Perto de 0, seno e angulo andam juntos, razao perto
del.

Resposta: L =2
Senu 2 Sen u

u/2 T

Resposta: (a). r — x € o espelho horizontal de z: 0 cosseno troca de sinal, 0 seno permanece.
Se marcou (b): Esqueceu o sinal. Teste z = 0: cosm™ = —1, mas cos 0 = 1.

Se marcou (¢): Confundiu seno com cosseno. Emz = 0, —sen0 = 0, mas cos ™ = —1.

Ordem certa: B, C, D, A.

lu=Te = z==
U = (T 13—7

2z—0=u—0
3. sen(7x) senu _ o senu

z u/7 u
4.-57-1=7

Defino u, confirmo que u — 0, reescrevo a razao e uso o limite fundamental.

Linha errada: 3. Correcao: SmY 2. SnY
u/2 u

Dividir por u/2 é multiplicar por 2/u, n&o por 1/(2u). O fator que sai é 2, e o limite é 2.

Resposta: L = 0,2
Inversodeb5é L =0,2.

Resposta: L = 1,5
1 sen(3z) 1
2 x cos(3z)

1
2 2

Resposta: L =8

2
(M> (14 cosz) —2%-2=38.
sen x
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MODULO 4 - PROBLEMA 4

Limite exponencial fundamental

7 ITENS - 10,0 PONTOS

NESTE MODULO

A A base do zero E Erros comuns

B A ideia do problema F Treino em graus

¢ O problema resolvido, item por item ¢ CartOes de reviséo e glossario
D O roteiro dos 12 minutos Gabaritos do modulo

| A-Abase do zero

Estas licbes ensinam, do zero, o que o problema pede. Leia em ordem. Cada ligdo termina num exemplo
resolvido com a origem de cada linha e em exercicios (o gabarito esta no fim do moédulo).

Licdo 1: Numero e e limite exponencial fundamental BASE DO ZERO

Depois desta ligdo vocé reconhece a forma 1%, usa o limite (1 + 1/u)* — e e resolve limites com
mudancga de variavel e poténcia de poténcia.

De onde vem o ndmero e: juros compostos
Imagine 1 real aplicado por um ano a 100% de juros. Se o banco paga no fim do ano, vocé recebe 2 reais.
Se paga 50% duas vezes, recebe (1 + 5)2 = 2,25. Se paga 25% quatro vezes: (1 + i)“ ~ 2,44.

Dividindo em n partes, o valor é (1 + %L)”. Ele sobe, mas cada vez mais devagar, e nunca passa de cerca
de 2,718. Esse teto € o numero e.

O limite exponencial fundamental

A afirmacgéao é:

1 u
lim <1 + —) =e~ 2,718.
U—00 U

Repare nas duas partes: a base 1 + % vai a 1, o expoente u vai a infinito. E a forma 1%, e este limite diz
que o resultado é e, nao 1. Importante: o niumero no expoente tem de ser igual ao nimero que aparece

embaixo no .

Mudanca de variavel: ajustar a expressao

3
z

Muitas vezes o limite vem como (1 + %)m Queremos 1. Chamamos u = £:entdo 2 = 1 e z = 3u. Se

T — 00, U — Q.

O limite vira (1 + %)3“ Regra: escolha u = 0 que esta embaixo, dividido pelo que esta em cima.
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Poténcia de poténcia e produto de poténcias

Duas regras de expoente: a”" = a™ - a” e a™" = (a™)". Elas servem para produzir (1 4+ 1)* no meio da
expresséo.

Exemplo: (1 + )% = [(1 + 1)“]> — €’. E se sobrar um fator solto, como (1 + 1)? ele vaia 1> = 1 e n&o

u

atrapalha. O limite de um produto é o produto dos limites, quando os dois existem.

Exemplo resolvido

ENUNCIADO

. 2\°
Calcule lim (1 + —) }
T—00 ay

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 w— z -~ 2= 2 2 _ = Escolho u para o0 2 do numerador cancelar.
= = 2u, =
2 T u Desfazendo: x=2u.
02 T — 00 = U— 00 Quando x cresce, u cresce.
03 14 2\° _ (14 1\ Troco x por 2u no expoente e 2/x por 1/u na
B base.
04 1 1 2u 1 1\¥ 2 Poténcia de poténcia: 2u no expoente vira u
+ " = + U elevado ao quadrado.
05 — 62 O interior tende a e, ao quadrado da e ~
7,39.

Exercicios da ligao

Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do médulo.

Al O que é o numero e?
(a) Aproximadamente 2,718: o valor para onde 1+ %)” sobe quando n cresce
(b)  Um numero que cresce sem limite

(c) Onumero1

A2 Um real a 100% ao ano, pago em 2 vezes de 50%. Quanto vale no fim, (1 + %)2?
valor =

A3 Mesmo real, pago em 4 vezes de 25%. Calcule (1 + 1)* = (1,25)%
valor =

A4 O que acontece com (1 + %)” quando n cresce?

(a) Sobe devagar e se aproxima de e ~ 2,718 sem passar
(b) Cresce sem limite
(c) Vaiparal
A5 Em (1+ 2)", comu = Z: quanto vale z quando u = 7?
Tr =
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2u
A6 1 L
Quanto vale (1 + —) em termos da pega (1 + :)“?
u
(@ [(1+1)"), que tende a ¢?
(0 2(1+ )% que tende a 2e
2 u
© (1+32)
A7 5\°
lim (1 + —> = ¢F. Quanto vale k?
T—00 €T
k p—
Dica: u=x/5 faz x=bu.
A8 Qual linha esta errada?

1)

Linha errada:

A9 3 z+1
Ponha em ordem: lim (1 + > .

T—00 rx+1
3u
A 1
(+3)
u

B _:B+1
“=3

C z+1=3u

D — e

C )T

Ordem certa:

z41

A10 2 \ T
lim (1 + —) vale:
r—1

z—300
(a) e
(b) €2
(c) /e
(d) 1
Se precisar, volte a PRE-REQUISITOS

O problema também usa estas ligdes. Se algum termo travar a leitura, volte aqui antes de seguir.

LIGAO 0 QUE ELA DA

Poténcias e raizes Depois desta licao vocé calcula poténcias e raizes, simplifica um
radical como /8 = 2+/2 e entende o que faz um expoente negativo.
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LIGAO 0 QUE ELA DA

Fracdes Depois desta licao vocé simplifica, soma fragdes e transforma numero
mais fragao, ou divisdo de fragao por fragado, em um unico quociente.

Equagao do 1° grau Depois desta licao vocé isola  em qualquer equagéo do primeiro grau,
sabendo exatamente por que cada passo & permitido.

Intervalos Depois desta licdo vocé |é e escreve qualquer intervalo, com colchete,
paréntese, infinito e a notagao de conjunto.

Limite: o que é, laterais, infinito e Depois desta licao vocé explica o que é um limite, distingue lateral
indeterminacgao esquerdo e direito, e reconhece uma indeterminagéo 0/0.

Neste guia: Mdédulo 1, Parte A.

| B:-Aideia do problema
Enunciado completo

PROBLEMA 4
Problema 4. Considere o limite

z+3

2
lim <1+ 6 )
L—+00 z—1

¢ (a)[1,2] Mostre que é uma indeterminagao.
o (b)[1,4] O que significa z — oo e por que ndo ha limites laterais aqui.

¢ (c)[1,8] Faga uma mudanga de variavel u(z); diga o que acontece com w quando z — oo €
escreva r em termos de u.

e (d)[1,2] Reescreva o limite em termos de w.

e (e)[1,2] Manipulando o expoente, escreva a expressdo como produto de poténcias e/ou poténcia
de poténcia.

1 2
e (f)[1,2] Mostre que lim,,_,, <1 + —) nao é indeterminado.
u

¢ (g)[2,0] Com o limite exponencial fundamental, resolva o limite original (aproxime com e == 2,718

).

A IDEIA

A base fica quase 1 e 0 expoente cresce sem parar (forma 1°°). Troque z por u = ””T‘l para a base
virar 1 4+ 1. O expoente vira 3u + 2, que vocé quebra em (1 + 1)3 . (1 + 1)2 A primeira parte ¢
[(1+ %)“]* — €® e a segunda vai para 1. Resposta: e® ~ 20,09.

0 que é limite no infinito

Dizer £ — oo é dizer que z cresce sem parar: 10, 1000, um milhao, e assim por diante. O simbolo co ndo
& um numero onde z chega. E o nome de "cada vez maior".

Por isso s6 existe um lado: vem-se pelos valores grandes. Limite lateral (x — o~ e x — a™) precisa de um
numero a com vizinhanga dos dois lados. Aqui ndo ha.
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A forma 1*° e o nUmero e

Abase 1 + ﬁ vai para 1 (a fragdo some), e o expoente vai para co. Nao da para dizer que 1 elevado a
muito vale 1, porque a base & "1 mais um pouquinho", e esse pouquinho é multiplicado muitas vezes.
Quem resolve a disputa é o limite exponencial fundamental: lim,,_,, (1 + }—L)u =e~ 2,718.

Mudancga de variavel para chegar a forma certa

Queremos que o 6 do numerador vire 1. Escolha u = ””T*l. Entdoxr — 1 =6u,logoxz =6u+1e % =
6 _ 1

6u — u-
Se z — oo, entéo u — oo também. O expoente: L2 = Sutd — 3q; 4 2,
Quebrar o expoente e fechar a conta

1\3u+2 __ 1\3u 12 m4n _ m n 1\3u __ 1\u]3 mn __ m\n
(1+ )2 = (1+ )% (14 3)% porque ™™ = a™ - a™ E (1 + 3)* = [(1 + )", porque a™" = (a™)".

Limite do produto é o produto dos limites quando os dois existem: e® - 1 = e3.

| C-0 problema resolvido, item por item

Cada item traz a pergunta, o quadro com a origem de cada linha, o que dizer em voz alta, por que o
método funciona, a armadilha e as ideias-chave.

Item a 1,2 PONTOS

PERGUNTA
Mostre que o limite € uma indeterminagao.

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 . 6 5 O limite do enunciado, copiado. Vamos olhar
lim |1+ 1 base e expoente separadamente.
6 _ . .
02 base: 1 + 5140=1 Quando x cresce, 6/(x-1) fica minusculo
z—1 (6/1000 & quase 0). Entédo a base é 1 mais
quase nada: tende a 1.
z+3 i
03 expoente: NS O expoente (x+3)/2 cresce junto com X, sem
parar.
04 forma obtida: 1*° Juntando as duas observagdes: base tende
a 1, expoente tende a infinito.
05 1% é indeterminagédo Esta forma nédo tem valor pronto: quem

decide é a velocidade com que a base se
aproxima de 1.

0 QUE DIZER

Quando x vai para infinito, 6 dividido por x menos 1 vai para zero, entdo a base vai para 1. O
expoente, x mais 3 sobre 2, vai para infinito. Fica 1 elevado a infinito. Isso é indeterminagéo, porque a
base néo é exatamente 1: € 1 mais um numero pequeno, repetido infinitas vezes.

POR QUE FUNCIONA
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Mostrar indeterminagao € substituir cada parte pelo que ela tende e reconhecer a forma. Aqui 1*°
n&o tem valor fixo: (1 + )" = ¢, (1 + )" — 1 e (1 + L) — oo, todos com a mesma aparéncia.

ARMADILHA

Escrever "1 elevado a infinito é 1". Isso s6 vale para o 1 exato, e a base aqui € s6 proxima de 1.

IDEIAS-CHAVE

o A base tende a 1 e o expoente tende a infinito.
e 1 elevado a infinito € uma forma, ndo um valor.
e A base é 1 mais um pouquinho, ndo o 1 exato.

Item b 1,4 PONTOS

PERGUNTA

O que significa x — oo e por que n&o ha limites laterais.

N° LINHA DE ONDE VEIO

01 T — 00 : x cresce sem limite x\to\infty quer dizer: x passa de qualquer
numero que vocé escolher.

02 o0 Ndo é numero,  hunca chega nele Infinito € um jeito de dizer "sem fim", ndo
uma casa onde X pousa.

03 z — a ez — a' pedem um nuimero a Lateral s6 faz sentido se existe um ponto a e
da para chegar nele de dois lados.

04 nao existe numero depois de co Na reta, depois de qualguer numero grande
vem outro maior, nunca um ponto final.

05 s6 se vem pelos valores grandes: um lado O unico caminho é crescer. Um lado so.

06 logo ndo ha limites laterais Concluséo do item: o limite é um sé.

0 QUE DIZER

X tende a infinito quer dizer que x cresce sem parar, fica maior que qualquer numero fixado. Infinito
nao € um numero que x alcanga. Limites laterais pedem um ponto a, com vizinhos a esquerda e a
direita. Ndo existe nada além do infinito, entdo s6 ha uma direcdo de aproximagéo e ndo faz sentido
falar em lateral.

POR QUE FUNCIONA
Lateral compara dois caminhos que chegam ao mesmo ponto. Para x — oo ha um sé caminho, o
crescimento. Por isso o limite é "o" limite, sem esquerda e direita.

ARMADILHA
Dizer que x "chega" ao infinito, ou que o limite ndo tem laterais "porgue nao existe". A razao é que
nao ha ponto a.
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IDEIAS-CHAVE

e X tende a infinito: x cresce sem parar.

¢ [nfinito ndo é numero, X nunca chega.

e |aterais precisam de um ponto a, aqui ndo ha.

Item c 1,8 PONTOS

PERGUNTA

Mude a variavel: defina u, diga o que acontece com u quando z — oo e escreva x em termos de u.

N° LINHA DE ONDE VEIO

01 u = z—1 Escolhemos u dividindo x-1 por 6 para o 6 da
6 fragao sumir.

02 r—o0o=>zx—1—>0=>u— Se x cresce sem parar, x-1 e (x-1)/6 também.

Logo u tende a infinito.

03 bu=x—1 Para desfazer a divisao por 6, multiplica-se
os dois lados por 6.

04 r=06u-+1 Para isolar x, soma-se 1 dos dois lados.

o 6 6 1

Conferéncia: 6 dividido por 6u da 1/u, que é o
T — 6u u gue queriamos.

0 QUE DIZER

Quero que a fragéo da base vire um sobre alguma coisa. Defino u igual a x menos 1, dividido por 6.
Se x vai para infinito, x menos 1 também, e dividido por 6 continua indo para infinito: u tende a
infinito. Multiplico por 6: 6u igual a x menos 1. Somo 1: x igual a 6u mais 1. Conferindo, 6 sobre x
menos 1 vira 6 sobre 6u, que € um sobre u.

POR QUE FUNCIONA
A escolha de u vem do objetivo: transformar o denominador em 6 - (...) para o 6 cancelar. Como u
cresce junto com z, o limite em u continua sendo para oo (a troca de variavel preserva o limite).

ARMADILHA
Errar o sinal ao isolar x (x = 6u — 1) ou esquecer de dizer o que acontece com u.

IDEIAS-CHAVE

e Escolho u para o 6 da base cancelar.

e U cresce junto com X, entdo u tende a infinito.
e x=6u+1le6/(x-1)=1/u.
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Itemd

PERGUNTA

Reescreva o limite em termos de w.

MODULO 4

1,2 PONTOS

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 6 _1 Ja sabemos: a base 1 + 6/(x-1) vira 1 + 1/u.
r—1 wu
02 z+3 (6u+1)4+3 6u+4 No expoente, trocamos x por 6u+1 e
2 2 2 somamos 3: da 6u+4, tudo sobre 2.
6u + 4 ivi . - -
03 R W Divide cada termo por 2: 6u/2=3u e 4/2=2.
04 . 1) %" Montamos o novo limite com u no lugar de x.
lim (14 —
U—00 u

0 QUE DIZER

elevado a 3u mais 2.

POR QUE FUNCIONA

emu — oQ.

ARMADILHA

IDEIAS-CHAVE

o O expoente fica 3u + 2.
e O 6 sumiu: virou o 1 de 1/u.

Item e

PERGUNTA

e Troco x em todo lugar, base e expoente.

A base fica um mais um sobre u. No expoente troco X por 6u mais 1: x mais 3 vale 6u mais 4, e
dividido por 2 da 3u mais 2. O limite fica: limite com u indo para infinito de um mais um sobre u,

Trocamos a variavel em todos os lugares onde x aparece, base e expoente, e o limite passa a ser

Trocar s6 a base e deixar x no expoente, ou esquecer de dividir o 4 por 2.

1,2 PONTOS

Manipule o expoente: escreva como produto de poténcias e/ou poténcia de poténcia.

Ne LINHA DE ONDE VEIO
3u+2 . . i
01 1 1 Ponto de partida do item: base 1+1/u,
+ u expoente 3u+2.
02 " =am. a" Regra: poténcia de soma é produto de

3u 2
o3 :(1-1—1) -(1—!—1)
u u
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N° LINHA DE ONDE VEIO

04 a™ = (am)" Regra: poténcia de produto no expoente é
poténcia de poténcia.

[(1+1/u)*u]*3. Agora aparece a pega cujo
limite é e.

05 K 1)"]3 (1 N 1)2 Reescrevemos (1+1/u)*{3u} como

0 QUE DIZER

Quando o expoente é uma soma, a poténcia vira produto: a elevado a m mais n é a elevadoa m
vezes a elevado a n. Separo 3u e 2. Depois, a elevado a 3u é a elevado a u, tudo elevado a 3:
poténcia de poténcia. Assim aparece um mais um sobre u elevado a u, exatamente a forma do limite
fundamental.

POR QUE FUNCIONA
O objetivo é isolar (1 + %)", a pega cujo limite conhecemos. A sobra (1 + %)2 é facil de tratar.

ARMADILHA
Escrever a™t" = a™ + a” (soma no lugar de produto).

IDEIAS-CHAVE

e Soma no expoente vira produto de poténcias.

e Produto no expoente vira poténcia de poténcia.
e Quero isolar (1+1/u) elevado a u.

Item f 1,2 PONTOS

PERGUNTA

U—00

2
1
Mostre que lim (1 + —) néo é indeterminado.
u

N° LINHA DE ONDE VEIO
1 .
01 U 00= = 50 Quando u cresce, 1/u encolhe até 0.
U
1 .
02 1+4=>51+40=1 Somamos 1: a base tende a 1.
u
03 1 1)\? 12 O expoente é 2, fixo. Elevamos o limite da
+ w) base ao quadrado.
04 12=1 1 ao quadrado é 1.
05 o expoente é fixo (2), ndo ha oo Por isso n&o é indeterminagao: o expoente

nao cresce.
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0 QUE DIZER

Quando u vai para infinito, um sobre u vai para zero. A base vai para 1. O expoente é o niumero fixo 2,
néo cresce. Entéo fica 1 ao quadrado, que & 1, um valor definido. Nao é indeterminacéo, porque néo
tem infinito no expoente nem zero sobre zero.

POR QUE FUNCIONA

Indeterminagéo precisa de uma forma como 0/0, co/oo ou 1*°. Aqui a substituigdo da 12 =1, conta
comum.

ARMADILHA
Confundir com o fator (1 + %)“: 0 expoente la cresce, aqui é soO 2.

IDEIAS-CHAVE

e 1/utende aO.

e Base tende a 1, expoente fixo 2.
e 1 ao quadrado é 1: valor definido.

ltem g 2,0 PONTOS

PERGUNTA
Com o limite exponencial fundamental, resolva o limite original (aproxime com e = 2,718).

Ne LINHA DE ONDE VEIO

01 . 1\* O limite fundamental: este é o nimero e.
Iim (14+—) =e
U—00 u

02 1\" 3 3 Elevar a 3 depois do limite: o limite passa
lim 1+ — =e i N
U300 u para dentro da poténcia (poténcia é

continua).

03 . 1 2 O fator que sobrou vai para 1,como vimos no
lim(14+—=) =1 .
U—00 u item f.

04 limite do produto = produto dos limites Aregra permite multiplicar os limites

quando cada um existe.
05 L=e*1=¢% Multiplicando: e ao cubo vezes 1.

06 ed > (2,718)% =2 20,08 (valor exato e3 ~ 20,09) Aproximag&o pedida: 2,718 ao cubo. O valor
exato do numero e*3 é um pouco maior.

0 QUE DIZER

O limite de um mais um sobre u elevado a u é o numero e. Elevando a 3, o limite é e ao cubo. O
outro fator vai para 1, como vimos no item f. O limite de um produto é o produto dos limites, porque
os dois existem. Entao o limite original vale e ao cubo vezes 1, e ao cubo. Com e igual a 2,718, da
aproximadamente 20,08. O valor exato de e ao cubo é cerca de 20,09.

POR QUE FUNCIONA
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Poténcia é fungdo continua, entdo o limite passa para dentro: lim[g(«)]® = [lim g(u)]3. E o limite do
produto vale se cada fator tem limite finito. Sanidade: x = 10° da 20,0856, praticamente e3.

ARMADILHA

Responder €% (usar o 6 da base) ou e? (usar o 2 do expoente). O que conta é o 3 de 3u.

IDEIAS-CHAVE

e O limite de (1+1/u)*u é e.

o Elevado a 3, vale e ao cubo.

e Limite do produto é o produto dos limites. Resposta e ao cubo, cerca de 20,09.

| D-Oroteiro dos 12 minutos

O tempo total é de 12 minutos, dividido em faixas proporcionais aos pontos de cada item. Treine olhando

o relégio.

TEMPO ITEM 0 QUE FAZER

0:00 a 1:26 a Item a: escreva a base indo para 1 e o expoente indo para infinito. Diga"1 elevado a
infinito, indeterminagao” e por que néo vale 1.

1:26 a 3:07 b Item b: diga que x cresce sem parar, infinito ndo &€ numero, laterais pedem um ponto a.

3:07 a 5:17 c Item c: defina u=(x-1)/6, mostre u para infinito, isole x = 6u+1 e confira que 6/(x-1) =
1/u.

5:17 a 6:43 d Iltem d: trogue x na base e no expoente. Expoente 3u+2. Escreva o novo limite em u.

6:43 a 8:10 e Iltem e: quebre 3u+2 em soma (produto de poténcias) e depois 3u (poténcia de
poténcia).

8:10 a 9:36 f Item f: 1/u vai a0, base vai a 1, expoente fixo 2: 1 ao quadrado é 1.

9:36 a 12:00 g Item g: e ao cubo vezes 1. Diga o limite fundamental, o limite do produto, e feche com

20,08 (e=2,718) ou 20,09 exato.

MACETES DE QUADRO

e macete: o que esta dentro da base como "1 + 1 sobre alguma coisa" é o u. O expoente fica
sempre em fungao de u.

e macete: o numero de fora do expoente final (o 3 de 3u) é o expoente de e. O nimero solto (o +2)
vira o fator que vai a 1.

e macete: na prova, diga duas vezes o que o infinito € e 0 que o u faz. O professor cobra a
explicagao.
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| E-Erros comuns

Os erros abaixo custam ponto de verdade. Compare a coluna “Escreveu” com a coluna “O certo” e leia o
porqué.

ITEM ESCREVEU 0 CERTO POR QUE

a 1° =1 1% é indeterminagéo A base é 1 mais algo positivo,ndoo 1
exato.

c z=6u—1 r=6u-+1 De 6u = x-1 soma-se 1 dos dois lados.

d 2+3 a4 243 _Gutd o ., 0 2 do denominador divide os dois

2 termos do numerador.

e 't = ¥ 4 @? a®t? = g% g2 Soma no expoente vira produto de
poténcias.

g L=¢8 L=¢ O 6 foi consumido na definigéo de u. O

expoente 3udao 3.

| F-Treino em graus

Exercicios novos, com numeros novos. O grau 3 tem o nivel da prova. Resolva no papel e s6 entdo
confira no fim do modulo.

Grau 1 BASE
T1 Calcule (1 + 1)* para u = 2 e compare com e ~ 2,718.
T2 Em lim,_,o (1 + =%5)°, que forma aparece?
Grau 2 INTERMEDIARIO
z+2
T3 Calcule lim, o (1 + =35) 7 -
Grau 3 NIVEL DA PROVA
T4 - I
Calcule lim, o (1 + =2%5) 7.
. 2 3z+3
T5 Calcule lim, o (1 + 225)"
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Confira se entendeu PERGUNTAS RAPIDAS

Perguntas curtas, do passo pequeno ao item inteiro. Responda por escrito antes de olhar o gabarito.

Cc1 ITEM A
i
Em lim,_, <1 + —1> , para onde vai a base quando z — oco?
x —
(a) Parail
(b) Para6
(c) Para infinito
(d) Para0O
Dica: Teste x =1001: quanto vale 6/(x-1)?

Cc2 ITEM A

Ponha em ordem a justificativa da indeterminagéao.

A z+3 oo
2
6
B 14 =1
z—1

6
—— — 0quando z —
rz—1

D forma 1°°: indeterminagao

Ordem certa:

C3 ITEM B

O que quer dizer x — 00?
(a) x cresce sem parar, ficando maior que qualquer nimero
(b) x chega ao numero infinito
(c) x fica negativo e muito grande

(d) x se aproxima de O por cima

Ca ITEM B

Qual linha da justificativa esta errada?
1) x — oco: x cresce sem limite
2) 0o & um numero e x chega nele
3) lateral pede um ponto a

4)  logo ndo ha limites laterais

Linha errada:

C5 ITEM C

Comu = z , calcule v quando z = 13.

u =
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Cé6

c7

c8

c9

Cci0

Cci1

ITEM C

Ponha em ordem a mudanga de variavel.

A rz=6u-+1

B - X —’1
Y= 7%
c 6u=z—1
D 6 6 1

r—1 6u u
Ordem certa:

ITEM D
T+ 3
Comzx = 6u + 1 e u =10, calcule o expoente *
expoente =
ITEM D

Onde foi parar o 6 do numerador no novo limite?
(a) Foi consumido na definigao de u: viruo 1 de 1/u
(b)  Foi para o expoente como 6u

(c) Desapareceu por erro

ITEM E

Quanto vale a™*t"?

(a) a™-a®

(b) g™ 4 a"
(c) a™

(d) (an“n
ITEM E

Ponha em ordem a manipulagao do expoente.
3u 2
1 1
= (1 + —) . (1 + —)
u u
()
Uu
C 1 u1 3 1 2
[T+
u u

Ordem certa:

ITEM F
1 2
Calcule (1 + ﬂ) emu=1.

valor =
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Ci2 ITEM F
Ponha em ordem a justificativa.
A 1
B 12=1
1
¢ 1+—-—>1
D 1\?2 )
1+—-) —1
u

Ordem certa:

C13 ITEM G
1 uq 3
Quanto vale lim [(1+ —) ] ?
U—00 u
(a) e3
(b)  3e
(c) e
() 1
Cl4 ITEM G

Ponha em ordem o fechamento do limite.
A L=e*~20,08 (e=2,718)
B L = 63 -1

u 3
. 1 3
Im |14+ — —e
U
2
D 1
lim<1—|——> =1
U

Ordem certa:

Cagaao erro QUAL LINHA ESTA ERRADA?

C15 ITEM A
Qual linha do item (a) esta errada?

O I N Y
z—1

2) ZE+3

— 00

3) 1% =1, pois 1 elevado a qualquer nimero é 1
4) o limite vale 1

Linha errada:
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cl6 ITEM C
Qual linha da mudanga de variavel esta errada?
1) z—1

2) bu=zxz-1

3) r=6u-—1
4) 6 1

r—1 u
Linha errada:

c17 ITEM D
Qual linha do calculo do expoente esta errada?

1) z=6u+1

2) z+3=(6u+1)+3==6u+4
3) z+3
2

4) . 1 3u+4
lim (1+ —
uU—00 u

Linha errada:

=3u+4

Cc18 ITEM E

Qual linha da manipulagéo esta errada?

3u+2
1
i
2) 1 3u 1 2
:(H—) +<1+—)
U U
3) 1\*1° 1\?
U U

Linha errada:

C19 ITEM 6

Qual linha do fechamento esta errada?
1) u 3
1m{0+1)]:é
u
2

2

) lim <1 + l) =1

u

3) L=é&+1

4)  L~21,08

Linha errada:
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MODULO 4

| G- Cartoes de reviséo e glossario

Leia a frente do cartdo, responda em voz alta e s6é entao leia o verso.

FRENTE

VERSO

O que significaz — c0?
Por que nédo halimites lateraisem z — oo
?

Que forma é base perto de 1 e expoente
indo ainfinito?

Qual é o limite exponencial fundamental?

O que é o numero g, em palavras?

Como transformar 1 + -~ em 1 + 1?
Seu = £, quanto vale z?

Sex — 00, 0 que acontece com u = ””6;1?
Regrada somano expoente.

Regra do produto no expoente.

Porque (1 + 1)? — 1ndoé
indeterminado?

Como se fecha o limite do problema 4?
Limite exponencial fundamental
Como escolher u em (1 + £)°?

Sobrou um fator (1 + 1)%. O que fazer?

anH#lellnm

Glosséario do médulo

X cresce sem parar, maior que qualquer numero. Infinito ndo é um
numero em que x chega.

Lateral precisa de um ponto a com vizinhos dos dois lados. Sé se
vem por valores grandes.

1°°: indeterminacéo. A base é 1 mais um pouquinho, néo o 1 exato.

limy o0 (1+ 1) = e ~ 2,718

O valor para onde sobem os juros compostos de 100% ao ano ao
dividir o periodo em partes cada vez menores.

Escolhau = £1: entdo &5 = 1.
z—1
x = 6u + 1. Multiplica por 6 e soma 1.

u — 00. A troca de variavel preserva a diregéo.

O expoente é fixo: 12 = 1. Sem infinito, sem indeterminacao.

e?.1=e®~ 20,09 (come = 2,718, cerca de 20,08).
limy oo(1 + )% = e ~ 2,718.

u = g: o1l emcimaficaigualao 1 da formulae z = au.
Ele vai a 12 = 1. Deixe fora e multipligue os limites.

ama"e (am)".

TERMO DEFINICAO CURTA
base O numero que é elevado: em a", é 0 a.
expoente O numero que diz quantas vezes multiplicar: em a", é o n.

indeterminagao
a expressao.

indeterminagéo 1 elevado a

infinito

juros compostos

limite lateral

limite no infinito

mudanga de variavel

Forma (como 1*°) em que a substituigdo direta ndo decide o valor. E preciso trabalhar
Base indo a 1 e expoente a infinito. O valor ndo esta pronto.

Juros calculados sobre o valor ja com juros anteriores.

Limite chegando a um ponto s6 pela esquerda ou so6 pela direita.

Valor de que a fungao se aproxima quando x cresce sem parar.

Trocar x por outra letra (u) ligada a ele por uma férmula, para a expressao ficar na

forma conhecida.
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TERMO DEFINIGAO CURTA
numero e Constante cerca de 2,718, limite de (1 + 1/u)%
poténcia de poténcia (a™)™ = a™: elevar uma poténcia a outro expoente.
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| Gabaritos do médulo

Resolugdes comentadas do treino

T1

T2

T3

T4

T5

GRAU 1

(1+ 3)? = § = 2,25. Menor que e: a sequéncia sobe e se aproxima de e sem passar.

GRAU 1

Base — 1, expoente — oo: forma 1°°, indeterminagao.

GRAU 2

u= %2 x + 2 = 4u, expoente % = 2u. Limite = [(1 + 2)¥]? — €%

GRAU 3

u=22 ¢ =3u+2expoente 30 — 4+ 2 (14 L2 = (1+ L1412 se-1=e

GRAU 3

u= 2 7+ 1 = 2u, expoente 3(z + 1) = 6u. [(1 + 2)]5 — b

Gabarito de “Confira se entendeu”

C1

c2

C3

C4

ITEM A
Resposta: (a). Quanto maior x, menor 6/(x-1). A base 1 + 6/(x-1) fica cada vez mais pertode 1.
Se marcou (b): Confundiu: 6 é o numerador da fracao, e a frag&o inteira some.
Se marcou (c): Trocou base por expoente: é o expoente que cresce, a fragao da base encolhe.

Se marcou (d): Esqueceu o 1 somado: a fragéo vai a 0, mas 1 mais 0 da 1.

ITEM A

Ordem certa: C, B, A, D.

6
1.

— 0quandoz — o
:1:—16
2214 —— —1
z—1

:c—|—3_

3. — 00

4. forma 1*°: indeterminagéo

Primeiro a fragdo some, depois a base vai a 1, depois 0 expoente cresce, e s6 entdo se nomeia a forma.

ITEM B

Resposta: (a). Dizemos gue x tende ainfinito quando, dado qualquer numero, X acaba maior que ele e
fica.

Se marcou (b): Infinito nao € um numero em que x pousa.
Se marcou (c):1sso é x — —oo.

Se marcou (d): 1sso é z — 0, outro tipo de limite.

ITEM B
Linha errada: 2. Corregéo: oo ndo € numero;  hunca chega nele

Tratar infinito como numero € a raiz do erro: ele € s6 o nome do crescimento sem fim.
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C5

Cé6

c7

c8

c9

Ccioe

Cl11

ITEM C
Resposta: u =2
(13-1)/6=12/6=2.

ITEM C
Ordem certa: B, C, A, D.
1y z—1
LU= 5
2.6u=z—1
.x=6u+1

6 6 1

"z—1 6u u

Defina u, desfaga a divisao, isole x e confira a base.
ITEM D

Resposta: expoente = 32

x=61, (61+3)/2=32. E 3u+2 também da 32.

ITEM D
Resposta: (a). Dividimos u por 6 justamente para o 6 cancelar com o 6 do numerador.
Se marcou (b): O 6u aparece em x=6u+1, mas o expoente final & 3u+2.
Se marcou (c): Nao é erro: 6/(6u)=1/u, o 6 cancela de verdade.

ITEM E
Resposta: (a). Teste: 2*{1+2}=8 e 2"1-2"2=2-4=8.
Se marcou (b): Confundiu soma no expoente com soma de poténcias.
Se marcou (c): Essa é outra regra: (a*m)*n=a*{mn}.
Se marcou (d): Essa é aregra do produto no expoente, nao da soma.

ITEM E

Ordem certa: B, A, C.
1 3u+2
1. (1 + —)
u
1 3u 1 2
2.— <1+—> . <1+—)
u u
1 u-3 1 2
o= [(2)T (1)
u u
Primeiro separa a soma do expoente, depois reescreve 3u como u elevado a 3.

ITEM F

Resposta: valor = 4
(1+1)~2=4.
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C12

C13

Cl4

C15

Clé6

c17

€18

C19

ITEM F

Ordem certa: A, C, D, B.

1
1.—-—-0
u

1
2.1+-—1
u
1 2
3. <1+—> — 12
u
4.12=1

Da fragao para a base, da base para a poténcia fixa.

ITEM G
Resposta: (a). O que esta dentro vai a e, e depois eleva-se ao cubo.
Se marcou (b): Multiplicou por 3 em vez de elevar ao cubo.
Se marcou (c): Esqueceu o 3 de fora.

Se marcou (d): Tratou 1”*e0 como 1. O limite fundamental é e, ndo 1.

ITEM G

Ordem certa: C, D, B, A.

1\“7°
1. lim [(1—}——)] =e3
U
1\2
2.lim(1+—) =1
u

3.L=¢1
4.1 = e* ~ 20,08 (e = 2,718)

Cada fator tem seu limite, depois se multiplica e s6 no fim se aproxima.

ITEM A

Linha errada: 3. Correcdo: 1*° é indeterminacao, a base é so préxima de 1

A regra"1 elevado a qualquer coisa é 1" vale para o 1 exato, ndo para base que s6 tende a 1.

ITEM C
Linha errada: 3. Corregdo: ¢ = 6u + 1

De 6u = x-1, soma-se 1 nos dois lados: x = 6u+1.

ITEM D

z+3 bu+d
2

O 2 divide o numerador inteiro: 6u/2=3u e 4/2=2.

=3u+2

Linha errada: 3. Correcao:

ITEM E
1 3u 1 2
Linha errada: 2. Corregéo: = (1 + —) . (1 + —)
u u
Soma no expoente vira produto de poténcias, ndo soma.

ITEM G

Linha errada: 3. Corregdo: L = e -1 = €*

A expresséo é um produto de duas partes, entdo se multiplicam os limites, ndo se somam.
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Gabarito dos exercicios das licdes

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

Al0

Resposta: (a). e é o limite de (1 + 1/n)", cercade 2,718.
Se marcou (b): (1 + 1)" sobe mas fica abaixo de 2,72.

Se marcou (c): A base vai a 1, mas o expoente cresce e puxa o valor para 2,718.

Resposta: valor = 2,25
1,5:1,5=2,25.

Resposta: valor = 2,44140625
1,25"2=1,5625 e 1,5625"2=2,44140625.

Resposta: (a). Duas forgas: base caindo para 1, expoente subindo. Elas se equilibram eme.

Se marcou (b): A base fica mais perto de 1, o que segura o crescimento.

Se marcou (c): S6 a base vai a 1. O expoente crescente empurra o valor para cima, até e.

Resposta: x = 21
x=3u=21.

Resposta: (a). a®* = (a*)?, ea® — e.
Se marcou (b): O 2 esta no expoente: poténcia de poténcia, ndo multiplicagao.
Se marcou (c): O 2 do expoente n&o vai para a base.

Resposta: k =5
x=5u, fica [(1 + 1/u)*]® — €°.

T 4u
4 1
Linha errada: 2. Corregéo: (1 + ;) = (1 + E)

O expoente x vira 4u, ndo u. Foi esse 4 que sobrou na linha seguinte.

Ordem certa: B, C, A, E, D.

1.u= z+1
3

2.z +1=3u
1 3u
3.(1+-)
u
uq3
al(1+2) ]
u

5.— €’

Define u, isola x+1, troca, aplica poténcia de poténcia e usa o limite fundamental

Resposta: (a). Expoentew + 1: (1 + 1)* — e e (1 4+ 1)! — 1. Resuttadoe.
Se marcou (b): Usou o 2 do numerador. Ele virou 1 em 1/u.
Se marcou (c): Dividiu o expoente por 2 duas vezes. O 2 ja foi usado ao calcular u+1.

Se marcou (d): Aplicou 1”co=1.,
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MODULO 5 - PROBLEMA 5

Assintotas verticais e horizontais

9 ITENS - 10,0 PONTOS

NESTE MODULO

A A base do zero E Erros comuns

B A ideia do problema F Treino em graus

¢ O problema resolvido, item por item ¢ CartOes de reviséo e glossario
D O roteiro dos 12 minutos Gabaritos do modulo

| A-Abase do zero

Estas licbes ensinam, do zero, o que o problema pede. Leia em ordem. Cada licdo termina num exemplo
resolvido com a origem de cada linha e em exercicios (o gabarito esta no fim do moédulo).

Licdo 1: Assintotas: retas que a curva persegue BASE DO ZERO

Achar assintotas verticais (limite infinito num ponto) e horizontais (limite no infinito), usando
Vx? = |z| e a simetria para conferir.

O que é uma assintota

Imagine uma estrada reta e um carro que chega cada vez mais perto dela, mas nunca encosta. A estrada
é a assintota e o carro é a curva do grafico.

Existem dois tipos que importam aqui. A vertical: a curva sobe ou desce sem parar enquanto x se
aproxima de um numero. A horizontal: a curva se acalma numa altura quando x vai para muito longe, a
direita ou a esquerda.
1
Exemplo pequeno: f(xz) = —. Perto de z = 0 ela dispara (vertical z = 0). Para  enorme ela vale quase
X

zero (horizontal y = 0).

Vertical: numero dividido por quase zero
Divida 5 por 0,1: 50. Por 0,001: 5 000. Por 0,00001: 500 000. Quanto menor o divisor positivo, maior o

5
resultado. Escrevemos 0—+ = +o0.

O sinal de 0™ quer dizer "zero, vindo de numeros positivos". Se o numerador for negativo, o resultado vira

Atengéo: isto nao é indeterminagao. Indeterminagéo (como g) € quando o numerador também some.
Aqui o numerador € um numero fixo diferente de zero, entdo o resultado fica determinado: infinito. Para
achar assintota vertical, procure onde o denominador zera e o numerador nao.
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Horizontal: x enorme e dividir pelo que manda

32241
Quando z é gigante, o termo que cresce mais depressa "manda". Em 2—+4, 0 +1 e 0 —4 sédo migalhas
w [R—

2
X
perto de x2. A conta se parece com — = 3.
X

Para escrever isso certo, divida numerador e denominador pela maior poténcia de z:

322+1 3+ 3+0

= =3
2 —4 1-— ;4; - 1-0
. 1 1 25 . o , . - ,
Aqui entra a regra: — — 0, — = 0, — = 0 quando z vai ao infinito (numero fixo dividido por nimero
X T X

gigante). A assintota horizontal é y = 3.

A raiz de x ao quadrado é o médulo

Raiz quadrada nunca devolve nimero negativo. Teste: 1/(—4)2 = v/16 = 4. Logo v z% = |z|, que é z se
r>0e—xzsex <O0.

Quando x — 400, x é positivo e vVz2 = z. Quando x — —oo, x é negativo e Va2 = —z.

Va2 41 VvV1+1/x2 —xy/1+1/22
Exemplo: L Para x positivo: u — 1. Para x negativo: w——k/m — —1. Dois
T T T
limites diferentes, duas horizontais (y =1 e y = —1).
Simetria ajuda a conferir
Se g(—z) = —g(x) (fungdo impar), o grafico é simétrico pela origem. O que acontece em +oo acontece

em —oo com o sinal trocado. Se g(—z) = g(«) (fungéo par), o grafico é simétrico em relagao ao eixo
vertical, e os limites sdo iguais nos dois lados.

Uso pratico: calcule um lado e preveja o outro. Depois calcule o outro e confira. Se ndo bater, ha um erro
de sinal, quase sempre em v z2.

Exemplo resolvido

ENUNCIADO
, 2z + 1
Ache as assintotas de f(z) = ==
w [e—
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 f(m) _ 2z¢+1 A fungao dada: razao de dois polindbmios de
z—3 grau 1.

02 z—3=0=2=3 (numeradoremz =3:7 #0) Candidata a vertical: onde o denominador
zera.O numerador ali vale 7, diferente de
zero.

03 z 53" i+ - 100 3 l_ - Pela direita, 0" (positivo); pela esquerda, 0

0 0 (negativo). Por isso o sinal do infinito muda.

04 assintota vertical: z = 3 Um lateral infinito basta: reta x=3.

05 . 2x+1 2+ i Para o infinito: dividi cima e baixo por X, a

lim = lim L ) o
T—00 T — =00 1 — % maior poténcia.
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06

07

LINHA

240

2
1-0

assintota horizontal: y = 2

Exercicios da ligdo

Resolva no papel. O gabarito comentado esta no fim do modulo.

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

O que é uma assintota?

MODULO 5

DE ONDE VEIO

1/x e 3/x tendem a 0, sobrando 2 sobre 1.

Limite finito no infinito: reta y=2.

(a) Reta da qual a curva se aproxima cada vez mais, sem chegar

(b) Ponto onde a curva corta o eixo X

(c) O ponto mais alto do grafico

Calcul
alcule 0.001

12

0,001

-5
Quanto vale O_+?

(a) — 00
(b) +oo
(c) 0

1
Calcule lim —.

r—00 I
L =
2
Calcule lim 3‘2—+1
z—00 2 — 4
I =

Dica: Divida cima e baixo por z2.

Calcule 1/(—9)2

valor:

Se z < 0, quanto vale vz2?

(a) —g
(h) =
(c) z2
. Vz?+1
Calcule LIIEI —

L:
Dica: Paraz < 0,vz2 +1 = —x,/1 + 1/22.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar
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6x
A9 Para ———
Va2 —4
em +oo:
em —oo:
A10

. . 4z
Calculo de hmxﬁ,oo \/ﬁ:_i_]_
D z<0=>Ve2=—x

2) Wal4+l=-zy/1+1/2?

MODULO 5

, calcule os limites em +0co0 € em —oo.

. Qual linha estéa errada?

—z+/1+1/a? - V1+1/z2

4) lim=14

Linhaerrada:

Se precisar, volte a

PRE-REQUISITOS

O problema também usa estas ligdes. Se algum termo travar a leitura, volte aqui antes de seguir.

LIGCAO

0 QUE ELA DA

Numeros negativos e a regra de
sinais

Poténcias e raizes

Fragles

Desigualdades

Intervalos

Fungéo: entrada, saida, dominio,

imagem e composi¢cao

As trés proibigées do dominio

Limite: o que é, laterais, infinito e
indeterminagao
Neste guia: Médulo 1, Parte A.
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Depois desta ligao vocé soma, subtrai, multiplica e divide numeros
negativos sem errar o sinal, e nunca mais confunde (—6)% com —62.

Depois desta licao vocé calcula poténcias e raizes, simplifica um
radical como /8 = 2+/2 e entende o que faz um expoente negativo.

Depois desta ligao vocé simplifica, soma fragdes e transforma numero
mais fragao, ou divisdo de fragao por fragado, em um unico quociente.

Depois desta licao vocé resolve desigualdades, inclusive quadraticas,
usando o macete ma/ca.

Depois desta ligao vocé |é e escreve qualquer intervalo, com colchete,
paréntese, infinito e a notagao de conjunto.

Vocé aprende o que é f(z),como calcular f(2), 0 que sdo dominio e
imagem, quando uma fungao é par ou impar, e como calcular g(f(z)).

Vocé aprende as trés coisas que nunca podem acontecer numa conta:
dividir por zero, tirar raiz quadrada de negativo e usar logaritmo fora
das condicdes.

Depois desta ligao vocé explica o que € um limite, distingue lateral
esquerdo e direito, e reconhece uma indeterminagéao 0/0.
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| B:-Aideia do problema
Enunciado completo

PROBLEMA 5

Sejag(z) = 2—1:25 O gréafico de g tem duas assintotas horizontais e duas verticais.
m —_—

a
b

) [0,8] Mostre que g tem simetria e diga qual.
) [1,6] Determine o dominio de g em notagao de chaves e em notagao de intervalo.
c) [1,0] Explique por que lim,_, 5. g(z) e lim, .5 g(x) ndo existem.

d) [1,2] Explique por que lim,_, 5 g(z) e lim,_,5+ g() ndo séo indeterminados.

f) [1,6] Calcule lim,_, ., g(z).

g
h) [1,6] Calcule lim, .  g(z) e confira com (g). Ateng&o a relagéo entre = e Vz?2.
i) [0,6] Determine e represente as assintotas horizontais r3 € 74.

) [1,0] Pela simetria, qual deve ser o valor de lim,_,  g(z)?
)

(
(
(
(
e (e) [0,6] Determine e represente as assintotas verticais r1 e rs.
(
(
(
(

Parte B e nas figuras dos itens e e i.
A IDEIA

Uma assintota é uma reta da qual a curva se aproxima sem nunca chegar nela. As verticais
nascem onde o denominador vai a zero (a conta vira "numero fixo dividido por quase nada" e

para —3. A simetria impar antecipa esse resultado.

Assintota vertical: dividir por quase zero

MODULO 5

No PDF original ha um plano cartesiano para representar as retas. Aqui ele aparece na figura da

explode). As horizontais nascem quando x cresce sem parar (a conta se acomoda num valor). O
truque do problema: v'z2 = |z|, e ndo z. Para z negativo, |z| = —z, e é isso que troca o sinal de 3

Divida 15 por 0,1: da 150. Por 0,01: 1 500. Por 0,0001: 150 000. Quanto menor o divisor (sempre positivo),

. . 15 , . .
maior o resultado. Dizemos que o = 400. O simbolo 0* quer dizer "zero, mas por valores positivos".

3 . - . .
Emg(z) = —x25 guando z se aproxima de 5 pela direita, 0 numerador vai para 15 e o denominador

2
w —
vai para 0". A curva dispara para cima e gruda na reta z = 5. Essa reta é a assintota vertical.

. .0 . . . .
Isto nao é o Indeterminacéo € quando as duas partes somem. Aqui s6 o denominador some.

GUIA DA P2 - CALCULO 1 - © Ulysses Cesar
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1 ty 1

I I

| 8 |

| |

| |

1 6 I

| |

| |

X = -5 4 X = 5, 9
________________ I S DOy —

1 | -

1 2 I y =3

| |

| |

| I >

-10 : : 10 X

| |

| -2 |

I I y = -3
________________ U . Rt

| |

1 -4 1

| |

I I

| -6 I

| I

| I

l |

1 -8 [

1 1

Grafico de g com as quatro assintotas

Assintota horizontal: x enorme
Quando z cresce sem parar (x — +0o0), 0S numeros que sobram ficam despreziveis perto dele. Em
. . 3x
Vvz2 — 25, 0 25 é uma gota num oceano de z2. Por isso a conta se parece com — = 3.
xr

o 25 25
Para provar sem "parecer", colocamos z2 em evidéncia: 2 — 25 = 2 (1 — — J.Como — — 0,0
xr xr

paréntese vai para 1. A reta y = 3 é a assintota horizontal.

A armadilha: a raiz de x ao quadrado é o médulo

v z? nunca é negativa, pois raiz quadrada da resultado maior ou igual a zero. Teste: \/(—4)2 = /16 = 4,
e ndo —4. Logo v? = |z|.

Sez > 0:|z| ==z.Sez < 0: |[z| = —z (que é positivo, porque x é negativo).
Em z — —oo, € negativo, entdo vz2 = —z. Ao dividir 3z por —z sai —3. Se vocé escrevesse v/z2 = z,

sairia +3, errado, e a simetria impar acusaria o erro.

Simetria impar: metade do trabalho

Uma fungéo é impar quando g(—z) = —g(«): trocar « por —z s6 troca o sinal do resultado. O grafico
fica simétrico em relagao a origem (gire meia volta e ele cai em cima de si mesmo).

Consequéncia: o que acontece em +oo se repete em —oo com sinal trocado. Se o limite em +oc0 € 3, em
—o00 & —3. Do mesmo jeito, +ocoemx — 5T vim —ocoemz — —5".
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| C-0 problema resolvido, item por item

Cada item traz a pergunta, o quadro com a origem de cada linha, o que dizer em voz alta, por que o
meétodo funciona, a armadilha e as ideias-chave.

Item a 0,8 PONTOS

PERGUNTA
Mostre que g tem simetria e diga qual.

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 _ 3z Ponto de partida: a fungéo dada.
g(z) = ————
x4 — 25
02 g(—z) = 3(—z) Troquei todo x por (-x), com parénteses. E o
(—z)*—25 teste de simetria.
03 (_x)z — 2?2 = g(_m) _ —3z O quadrado apaga o sinal dentro da raiz; no
z2 — 25 numerador, o sinal fica.
04 g(—w) _ 3z _ —g(:v) Puxei o sinal de menos para fora da fragéo:
vz2 —25 sobrou menos g(x).
05 g € impar: simétrica em relagéo a origem Conclusdo com o nome: g(-x)=—g(x) é a

definigdo de fungéo impar.

0 QUE DIZER

Para testar a simetria, troco x por menos x. No numerador, o trés X vira menos trés x. Dentro da raiz,
menos X ao quadrado é x ao quadrado, entdo a raiz ndo muda. Resultado: g de menos x & igual a
menos g de x. Isso é a definicdo de fungdo impar, entdo o grafico & simétrico em relagéo a origem.

POR QUE FUNCIONA

Simetria se testa com g(—z). Se der g(z), é par (simétrica ao eixo y). Se der —g(z), &€ impar
(simétrica a origem). Aqui o sinal fica s6 no numerador porque o quadrado apaga o sinal dentro da
raiz. Vale também notar que o dominio é simétrico: se x pertence, —x também.

ARMADILHA
Esquecer o paréntese: (—z)% = x%, mas —z? seria outra coisa. Concluir "par" porque a raiz néo
mudou, ignorando o sinal do numerador.

IDEIAS-CHAVE

e Simetria se testa trocando x por menos X.

¢ Deu a mesma fungao: par. Deu a fungdo com sinal trocado: impar.
e Dentro da raiz o quadrado apaga o sinal; no numerador o sinal fica.
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Item b 1,6 PONTOS

PERGUNTA
Determine o dominio de g em notagé&o de chaves e de intervalo.

N° LINHA DE ONDE VEIO

01 z% — 25 > 0 (raiz real exige radicando> 0) Regra 1: raiz real s6 de numero maior ou
igual a zero.

02 Va2 —25#£0= z2 — 25 # 0 (denominador## 0) Regra 2: denominador nunca é zero,e o

denominador é a propria raiz.

03 juntando: 22 —25>0 As duas regras viram uma: estritamente
positivo (o zero fica de fora).

04 (x —5)(x+5)>0 Diferenga de quadrados: x2-25=(x-5)(x+5). Os
zeros séo 5 e -5.

05 sinais: + emz < —5, —em (—5,5), + emz > 5 Estudo de sinais: dois fatores, trés regides.

06 D={zeR|z<—-50uz >5} Notagéo de chaves: o conjunto de todos os x

reais tais que...

07 D = (—oo, _5) U (5, +oo) Notagéo de intervalo: parénteses porque os
extremos e o infinito ficam de fora.

0 QUE DIZER

Duas condi¢des. Primeira: 0 que esta dentro da raiz tem de ser maior ou igual a zero. Segunda: o
denominador ndo pode ser zero. Juntando as duas, x ao quadrado menos vinte e cinco tem de ser
estritamente maior que zero. Fatoro como X menos cinco vezes X mais cinco e estudo o sinal:
positivo antes de menos cinco, negativo entre menos cinco e cinco, positivo depois de cinco. Fica x
menor que menos cinco ou X maior que cinco. Em intervalo: de menos infinito a menos cinco, uniao,
de cinco a mais infinito, ambos abertos.

POR QUE FUNCIONA

Raiz quadrada de numero negativo nao existe nos reais, e divisdo por zero nao existe. As duas regras
se somam: o radicando precisa ser positivo, sem o zero. Intervalo aberto ("parénteses") porque +5
ficam de fora. O infinito sempre leva paréntese, nunca colchete.

ARMADILHA
Responder z > 5 ou |z| > 5 (com igualdade), esquecendo que o denominador ndo pode ser zero.
Ou resolver z2 > 25 e escrever s6 ¢ > 5, esquecendo o lado negativo.

IDEIAS-CHAVE

e Raiz exige radicando maior ou igual a zero; denominador exige diferente de zero.

Juntas: radicando estritamente positivo.

Fatorar e estudar o sinal de cada fator.

Extremos que zeram o denominador ficam de fora: parénteses.
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PERGUNTA

Por que lim,_, 5+ g € lim, ,5- g n&0 existem?

LINHA

MODULO 5

1,8 PONTO

DE ONDE VEIO

01

02

03

04

05

06

e Nao

GUIA DA P2

D = (—o00,-5)U (5, 400)

x — —5T quer dizer z > —5 e pertode —5

esses z estdoem (—5,5)

(=5,5)ND =10

sem pontos do dominio desse lado: n&o existe lim g(z)

z——5

idemax — 5 :

0 QUE DIZER

POR QUE FUNCIONA
Limite lateral descreve para onde a fungéo vai ao se aproximar. Sem pontos do dominio por aquele
lado, a pergunta nao tem sentido: ndo € que "dé infinito", € que a fungdo nem existe la. Isto é
diferente do item (d), onde existe fungao e ela dispara.

ARMADILHA

IDEIAS-CHAVE

existe é diferente de da infinito.

- CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

x < 5epertode 5 caiem (—5,5)

Retomo o dominio do item b.

O simbolo -5" diz: x pelo lado direito de -5,
Oou seja, X um pouco maior.

Um pouco maior que -5 ainda é menor que
5: esta entre os dois.

Aintersecao é vazia: nenhum desses x
pertence ao dominio.

Sem pontos para aproximar, o limite lateral
nao existe (nem infinito).

Mesmo raciocinio no outro extremo: pela
esquerda de 5 também cai entre -5e 5.

Para existir limite lateral, a fungéo precisa estar definida em pontos que chegam cada vez mais
perto do numero, por aquele lado. Menos cinco pela direita s4o numeros um pouco maiores que
menos cinco, que caem entre menos cinco e cinco. Esse intervalo esta fora do dominio. Ndo ha
valor de g ali, entdo ndo ha o que aproximar, e o limite ndo existe. Com cinco pela esquerda é a
mesma situagao.

Dizer "da infinito" aqui. Em x — 5~ a fung&o n&o esta definida, entdo ndo se pode nem dizer infinito.

e Limite lateral precisa de fungao definida do lado de onde se vem.
¢ QO intervalo entre menos cinco e cinco nao faz parte do dominio.
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PERGUN
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TA

Por que lim, , 5 g € lim,_,5+ g n&0 sdo indeterminados?

MODULO 5

1,2 PONTOS

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 z—57: 3z =15 Numerador: 3 vezes o valor de x que se
aproxima de 5.
02 22 -925 507 = V22 —25 —» 0T x2-25 é positivo a direita de 5 e tende a 0; a
raiz também é positiva e tende a 0.
15 . . s TR
03 g(m) - == +o00 Numero fixo Po.smvo sobre zero positivo:
0 cresce sem limite.
04 z— -5 : 3z — —15, Va2 -25 0" Do outro lado, o numerador é negativo (-15) e
o denominador segue indo a 0.
05 g(x) -5 Negativo sobre zero positivo: desce sem
0+ limite.
06 forma E comk + 0 n&oé 9 Indeterminar exige zero sobre zero (ou
0 0 infinito sobre infinito). Aqui o numerador ndo
zera.
0 QUE DIZER

POR QU

0o+

ARMADI

IDEIAS

GUIA DA P2

E FUNCIONA

entdo sempre vai a zero por cima (0™).

LHA

resultado é —co.

-CHAVE

o Numero diferente de zero dividido por quase zero explode.

¢ Indeterminagéo é zero sobre zero, ndo humero sobre zero.

- CALCULO 1 - © Ulysses Cesar

Indeterminagéo € quando numerador e denominador somem ao mesmo tempo, como zero sobre
zero. Aqui o numerador vai para quinze, um numero fixo diferente de zero, e s6 0 denominador vai a
zero, sempre por valores positivos. Quinze dividido por quase nada positivo cresce sem limite: mais
infinito. Do outro lado, 0 numerador vai para menos quinze, entdo o resultado desce sem limite:
menos infinito. O comportamento esta determinado, s6 que infinito.

Indeterminagdes sédo formas em que o resultado depende de quem "ganha a corrida" (como 0/0). Ja

k
— com k # 0 néo tem disputa: o resultado é grande, e o sinal vem de k. O denominador € raiz,

15 ) . . X .
Escrever o = 0 ou "indeterminado". E esquecer o sinal: em x — —5~ o0 numerador é negativo e o

e O sinal do infinito vem do numerador (o denominador é raiz, sempre positivo).
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Item e 0,6 PONTOS

PERGUNTA
Determine e represente as assintotas verticais r1 e ro.

1 4y 1
| I
| 8 I
| I
| I
I 6 I
| I
| I
| I
1X = -5 4 X =5 g
| I
| I
I 2 I
I |
I |
| | >
-10 : : 10 X
I |
! -2 I
I |
I |
| |
1 -4 1
I |
I |
I -6 |
| |
I |
| |
1 -8 1
I |
Assintotas verticais x=-5 e x=5
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 lim g(z) =+oc0o=>ri: =5 Limite lateralinfinito em 5 pela direita d&
+
75 uma assintota vertical, de equagéo x=b.
02 lim g(z)=—-c0o=1ry: z=-5 O mesmo em -5 pela esquerda.
z——5—
03 retas verticais tracejadasemz = —5ex =5 No desenho: duas verticais tracejadas; a

curva chega perto sem encostar.

0 QUE DIZER

Quando um limite lateral da infinito, a reta vertical naquele ponto € uma assintota. Como o limite em
cinco pela direita € mais infinito, a reta x igual a cinco é a assintota r um. Como o limite em menos
cinco pela esquerda é menos infinito, a reta x igual a menos cinco é a r dois. No desenho, duas retas
verticais tracejadas, e a curva se aproxima delas sem tocar.

POR QUE FUNCIONA
Assintota vertical em & = a existe quando algum limite lateral em a € +00. A equagéo de uma reta
vertical sempre é "x igual a numero".

ARMADILHA
Escrever y = 5 em vez de z = 5. Vertical € x = numero; horizontal é y = numero.
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MODULO 5
IDEIAS-CHAVE
e Assintota vertical é reta x igual a numero.
e Aparece onde um limite lateral da mais ou menos infinito.
e Tracejada, porque nao faz parte do grafico.
Item f 1,6 PONTOS
PERGUNTA

Calcule lim,_, g(z).

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 lim 3z Pergunta do item: o valor para onde g vai
z—+00 /g2 — 25 quando x cresce sem parar.
02 r>0=>Vzl=2z Para x positivo, a raiz de x? é o proprio x.
03 5 ) 2 25 Cologuei x? em evidéncia dentro da raiz:
2 — —4/x (1 — —2) =z4/1— ; x2(1-25/x?)=x2-25, confere.
04 g(z) = 3z _ 3 O x de fora cancela com o x do numerador
x\/l 2 \/1 _ 2 (vale para x diferente de 0).
X X
2 fi . ividi
05 = 0 quando z — +oco 25/x? fica pequeno: 25 dividido por um
x numero gigante.
. 3 : ) . .
06 lim g(a:) _ —3 Troquei 25/x2 por 0 e calculei: 3 sobre raiz de
—+00 1—0 1.

0 QUE DIZER

Quando x vai a mais infinito, tenho infinito sobre infinito, que é indeterminado. Resolvo colocando x
ao quadrado em evidéncia dentro da raiz: x ao quadrado vezes um menos vinte e cinco sobre X ao
quadrado. Como X é positivo, a raiz de x ao quadrado é x. Entdo x sai da raiz e cancela com o x do
numerador, sobrando trés sobre a raiz de um menos vinte e cinco sobre x ao quadrado. Vinte e cinco
sobre x ao quadrado tende a zero, entdo o limite é trés sobre raiz de um, que é trés.

POR QUE FUNCIONA

A ideia é "isolar o que cresce": colocar a maior poténcia em evidéncia para que o que sobra tenda a
numeros conhecidos (%? — 0). O cancelamento do z vale porque =z # 0 para z grande. A afirmagéo
Vz? = z é valida s porque z > 0.

ARMADILHA

Cortar z de dentro da raiz sem elevar ao quadrado: —=*— # - Para tirar z* da raiz, ele vira |z|.
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IDEIAS-CHAVE

o Colocar x ao quadrado em evidéncia isola o que cresce.
e Para x positivo, a raiz de x ao quadrado é x.

e Numero dividido por x ao quadrado gigante tende a zero.
e Cancelar o x vale porque x é diferente de zero.

ltem g 1,8 PONTO

PERGUNTA

Pela simetria, qual deve ser lim, ,  g(z)?

Ne LINHA DE ONDE VEIO

01 g(—z) = —g(z) (item a) Resultado do item a: g é impar.

02 r— —00 & t=—x— + Troca de variavel: t=—x. Se x vai para —o, t vai
para +oo,

03 i = 1i —t)= 1 — Reescrevi pelo item a: g(-t)=-g(t); o sinal sai

04 =-3 O limite de g(t) em +x & 3 (item f); com o
sinal, -3.

05 previsao: —3 (a conferir em h) E uma previsdo: a conta direta do item h

tem de dar o mesmo.

0 QUE DIZER

Como g é impar, g de menos x € menos g de X. Quando x vai a menos infinito, menos x vai a mais
infinito. Entdo o limite em menos infinito é o limite de menos g de t quando t vai a mais infinito, ou
seja, menos o limite de g em mais infinito. Menos trés. E uma previsdo, que confirmo na conta do
préximo item.

POR QUE FUNCIONA
Simetria impar espelha o grafico pela origem: o ponto (¢, g(t)) tem par (—¢, —g(t)). Se a curva se
achata em y = 3 a direita, a esquerda ela se achata em y = —3.

ARMADILHA
Responder +3 por achar que "a curva é espelhada". Espelho pela origem inverte também a altura.

IDEIAS-CHAVE

e Funcgédo impar inverte o sinal do limite no infinito oposto.
e Previsao pela simetria, conferéncia pela conta.

e Par mantém o sinal, impar troca.
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Item h 1,6 PONTOS
PERGUNTA

Calcule lim,,_ g(z) e confira (atengéo a v'z?).

N° LINHA DE ONDE VEIO
01 r<0=Vz2= |z| = —x Chave do problema: para x negativo, vx? & -x
(que é positivo).
02 25 25 Mesma evidéncia do item f,agora com
Va? — 25 =4/ x? (1 - F) =lz[4/1 - F maodulo no lugar de x.
03 9(z) = 3z No denominador, |x| virou -x; o numerador
/11— 2 continua 3x.
X
04 g(z) = —3 Cancelei x com -x: sobrou -3. Esse € o sinal
/1 — @ que muda tudo.
x
. _3 2 . . . . . L
05 lim g(z) = — _3 25/x?vaiaQ,araizvaia1,o0 limite & -3.
T——00 1—0
06 confere com (g): previsto —3 Conferéncia: bate com a previsdo da
simetria.
07 erro classico: Vz2 = g daria +3 Aviso: se Vx?=x (errado),a contada +3 e

0 QUE DIZER

contradiz a simetria.

Aqui X é negativo, entdo a raiz de x ao quadrado € o moédulo de x, que € menos X, positivo. Coloco x
ao quadrado em evidéncia e a raiz vira modulo de x vezes a raiz de um menos vinte e cinco sobre x
ao quadrado. No denominador fica menos x. Cancelando x com menos X, sobra menos trés sobre a

raiz de um menos algo que tende a zero. Da menos trés. Confere com o que a simetria previa. Se eu
tivesse escrito raiz de x ao quadrado igual a x, teria dado mais trés, e a simetria acusaria o erro.

POR QUE FUNCIONA

Raiz quadrada devolve nimero ndo negativo. Para z < 0, o Unico jeito de v/z2 ser positivo é valer
—z. Esse sinal no denominador vira 0 —3. A conferéncia pela simetria € a rede de seguranga: duas
rotas, mesmo resultado.

ARMADILHA
O erro n° 1 do problema: v 22 = x para qualquer z. SO vale para z > 0. Para negativo, é —z.

IDEIAS-CHAVE
e Raiz quadrada nunca é negativa: a raiz de x ao quadrado ¢ o médulo de x.
e Para x negativo, 0 modulo de x € menos X.

O sinal do denominador vira o sinal do resultado.
o Conferir com a simetria: duas rotas, mesmo resultado.
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Item i 0,6 PONTOS

PERGUNTA

Determine e represente as assintotas horizontais r3 e r4.

| Yy |
| I
| 8 I
| I
| I
I 6 I
| I
| I
X = -5 4 X = 5, 9
________________ 4 - - - e e e _T===
I I -
l 2 l y=3
| |
| |
| | >
-10 : : 10 X
| |
| -2 |
I I y = -3
________________ Tmmmm e T
| |
1 -4 1
| |
| |
| -6 |
| |
| |
| |
1 -8 1
| |
As quatro assintotas de g
N° LINHA DE ONDE VEIO
01 lim g(m) =3=mrm:y=23 O limite em + & 3,entdo aretay=3¢é
T—+00 i
assintota (r3).
02 lim g(z)=-3=mr4: y=-3 O limite em - é -3: reta y=-3 (r4).
T——00
03 retas horizontais tracejadasemy = 3ey = —3 No desenho: duas horizontais tracejadas,

uma em cima e outra embaixo.

0 QUE DIZER

Quando o limite no infinito da um numero, a reta horizontal nessa altura € uma assintota. Em mais
infinito o limite é trés, entdo r trés é y igual a trés. Em menos infinito € menos trés, entdo r quatro é y
igual a menos trés. No desenho, duas retas horizontais tracejadas, uma acima e outra abaixo do eixo
X, € a curva se achata contra elas nas pontas.

POR QUE FUNCIONA
Assintota horizontal em y = L existe quando lim, .., g(z) = L. A equagéo é "y igual ao valor do
limite".

ARMADILHA
Trocar vertical e horizontal, ou desenhar s6 uma horizontal. Sdo duas, porgue os limites em +oo e
—o0 séo diferentes.
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IDEIAS-CHAVE

e Assintota horizontal é reta y igual ao valor do limite no infinito.
e Dois limites no infinito diferentes, duas horizontais.

e Tracejadas, porque nao sao parte do grafico.

| D-Oroteiro dos 12 minutos

O tempo total é de 12 minutos, dividido em faixas proporcionais aos pontos de cada item. Treine olhando
o relogio.

TEMPO ITEM 0 QUE FAZER

0:00 a B8:58 a Item a: escreva g(—z), mostre que o quadrado apaga o sinal na raiz, conclua g(—z) =
—g(z): impar, simétrica a origem. Diga em voz alta o motivo.

0:58 a 2:53 b Item b: duas condigdes (radicando maior ou igual a zero; denominador diferente de
zero), juntas dado z> — 25 > 0. Fatore, estude os sinais, escreva chaves e depois
intervalo.

2:53 a 4:05 c Item c: oladode —51 e de 5~ caiem (-5, 5), fora do dominio. Sem pontos do dominio,

o limite lateral n&o existe.

4:05 a 5:31 d Item d: numerador vai a +15, denominador a0™. Forma % comk # 0,ndo0é %
Resultado o0 € —o0.

5:31 a 6:14 e lteme: escrevar; : x = 5ery : x = —5 e trace as duas retas tracejadas na figura.

6:14 a 8:10 f Item f: 22 em evidéncia, V22 = z porque z > 0, cancele, Z—E‘ — 0, resultado 3.

8:10 a 9:22 g Item g: impar implicalim__ g = — lim , g. Previsdo: —3.

9:22 a 11:17 h Itemh: z < 0, entdo V2 = —z. Refaga a conta, sai —3, confira com (g). Diga o motivo
dosinal.

11:17 a 12:00 i ltemi:escrevary : y = 3ery : y = —3 e trace as horizontais. Se sobrar tempo, diga

uma frase resumo.

MACETES DE QUADRO

e Macete do sinal: sempre que aparecer ¥x? com x negativo, escreva -x em vez de x. Depois
confira com a simetria.

e Macete do dominio: raiz no denominador pede radicando maior que zero (sem o igual). Raiz
sozinha pede maior ou igual.

e Macete do limite lateral: antes de calcular, olhe se o lado esta dentro do dominio. Se ndo estiver,
a resposta é "néo existe".
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| E-Erros comuns

Os erros abaixo custam ponto de verdade. Compare a coluna “Escreveu” com a coluna “O certo” e leia o
porqué.

ITEM  ESCREVEU 0 CERTO POR QUE
h Vel =z= lim g=3 Va? =z = —z = lim g=  Raiz quadrada nunca é negativa. Para x
T——00 Tr——00
_3 negativo, z € negativo, entdo v z?2 tem de
ser —z.
b D={z|z>5} D = (—o00, —5) U (5, +00) z? > 25 vale paraz > 5 e também para

z < —5. E odenominador proibe o zero,
entao os extremos ficam de fora.

c lim g = —o0 nao existe: 5~ cai forado Os pontos um pouco menores que 5 estao
r—5 L. . - )
dominio em (—5,5), onde a raiz ndo existe. Sem
funcéo, sem limite.

d 15 —indeterminado 15 +00 Indeterminado é 3. Numero diferente de
zero sobre zero tendendo a zero explode,
e o sinal vem da conta.

f 3z 3z Va2 —25#x—5 Raiz ndo distribui sobre a subtrac&o. Para
Vaz—25 -3 simplificar, coloque 22 em evidéncia

dentro da raiz.

| F-Treino em graus

Exercicios novos, com numeros novos. O grau 3 tem o nivel da prova. Resolva no papel e s6 entdo
confira no fim do modulo.

Grau 1 BASE
T1 2x - , L
Para h(z) = \/?9, escreva o dominio e as assintotas verticais.
x J—
T2 A fungéo p(z) = o1 é par, impar ou nenhuma?
x
Grau 2 INTERMEDIARIO
5x 5x
T3 Calcule lim —— ¢

lim ——.
z—+00 4/p2 — 16 z——0 4/22 — 16

Grau 3 NIVEL DA PROVA
T4 4%’ ’s ’ . , + —
Para k(z) = 5 , dé dominio, as quatro assintotas e o que ocorreemz — 7" ex — —7 .
2 —
TS5 Calcule lim ————— e dé o dominio.

z——00 \/4xc — 1
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Confira se entendeu PERGUNTAS RAPIDAS
Perguntas curtas, do passo pequeno ao item inteiro. Responda por escrito antes de olhar o gabarito.
c1 ITEM A
O que significa g(—z) = —g(z)?
(a) g é impar: o grafico é simétrico em relagéo a origem
(b) g é par: o grafico é simétrico em relagdo ao eixo y
(c) g nado tem simetria

C2 ITEM A

Ponha o teste de simetria na ordem certa.

A g(-z) = _—3=
Va2 —25
B impar: simétrica em relagéo a origem
¢ g(=z)=—g(z)
D 3(—=z
(—z)? — 25
Ordem certa:
C3 ITEM B
Quais duas condigdes definem o dominio de 23—3325?
m J—

(a) Radicando maior ou igual a zero e denominador diferente de zero
(b) S6 radicando maior ou igual a zero

(c) Numerador diferente de zero

Ca ITEM B
Por que o dominio de g leva parénteses em —5 e 5, € ndo colchetes?
(a) Porgue nesses pontos o denominador seria zero
(b) Porgue —5 e 5 sdo negativos ou grandes

(c) Porque o infinito exige parénteses

C5 ITEM C
O que significa z — —51?
(a) 2 se aproxima de —5 por valores maiores que —5
(b) x se aproxima de —5 por valores menores que —5

(c) 2 vale —5 mais alguma coisa positiva fixa
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Cé6

c7

c8

c9

Ccio0

Cl1l1

ITEM C

Qual linha do raciocinio esté errada?

1) D= (—00,-5)U(5,+0)

2) z—>5 = x<bepertodeb

3)  esses x estdo no dominio, e g(x) cresce sem limite
4)  logo mliﬁnslig = +00

Linha errada:

ITEM D

Quando = — 5, para onde vai 3z? E quando x — —5?
emzxz — 5:
emzxz — —5:
ITEM D

Ponha o raciocinio de lim,_,5- g na ordem certa.
A 15

Ordem certa:

ITEM E

Qual é a equacgédo da reta vertical que passa por z = 57?

(a) z=5

(c) y=bhx
ITEM E

1
Sejau(z) = e A assintota vertical é z = ?
x J—
Tr =

ITEM F

25
Calcule — parax = 100. Esse numero é grande ou pequeno?
X

25
100°
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C12 ITEM F
Qual linha esta errada?
D z>0=>Va2==x
2) 25 25
m2<1——2> =zH/1-=

T

3) 3z

xz4/1—25/x?

Linha errada:

c13 ITEM 6
g € impar e lim,_, . g(z) = 3. Qual deve ser lim, ., g(x)?

(a) -3

(b) 3

(c) 0
Cl4 ITEM G

f(z) = z? é par e lim,_,, . f(z) = +oc. Quanto vale lim,_, . f(z)?

(a) 400
(b) —o0
(c) 0
C15 ITEM H
Calcule /(—7)2
(-7 =

Dica: Faga (—7)2 primeiro.
c16 ITEM H
Vocé calculou lim,_, , g = +3 e a simetria impar previa —3. O que fazer?
(a) Procurar o erro: provavelmente vz2 = z foi usado com z < 0
(b) Aceitar o +3 e ignorar a simetria

(c) Aceitar o —3 sem refazer a conta

Cc17 ITEM I
Se lim, ,. g(x) = 3, qual é a assintota horizontal?

(a) y=3
(b) =3
(C) y: 3m
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Cc18

ITEM I

Ponha o roteiro de achar as horizontais na ordem certa.

A calcular lim g

T——00

B tragar as retas tracejadas

C calcular lim g

T—+00

D escrever y = L para cada limite finito

Ordem certa:

Caca ao erro

C19

Cc20

c21

€22

ITEM H

Qual linha esta errada?

1) Vzl=z|
2) z<0=|z|==

3z 3
9 gz) = =

zy/1—25/x?

Linha errada:

ITEM B

Qual linha esta errada?
1) z2-25>0
2) (z—=5)(z+5)>0

1 - 25/a2

3)  positivo entre —5e 5 = D = (—5,5)

Linha errada:

ITEM D

Qual linha esta errada?

1) z—>5"=3z—>15

2)  Wz2-25—-0"
3 15

o7 =0
Linha errada:

ITEM F

Qual linha esta errada?

D iim _ 8%z
z—+00 4/2 — 25
2 _lim 32
x —
3) =

Linha errada:
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MODULO 5

| G- Cartoes de reviséo e glossario

Leia a frente do cartdo, responda em voz alta e s6 entao leia o verso.

FRENTE

VERSO

O que éuma assintota?

Como nasce uma assintota vertical?
Como nasce uma assintota horizontal?
Qual a diferenga entre x=a e y=b?

v/ z? vale quanto?

15 . . . ~
Por que o ndo é indeterminagao?
Como testar se uma funcgéo é impar?

O que a simetriaimpar diz dos limites no
infinito?

Por que o dominio de g tem parénteses
em £5?

Quando um limite lateral ndo existe?

Qual o truque para limite no infinito com
raiz?

Como conferir um limite no infinito?

Vertical ou horizontal: qual vem de limite
infinito num ponto?

Onde procurar assintota vertical de uma
fracao?

Oqueé0™?
v z? vale quanto?

O que faz fungéo impar pelos limites no
infinito?
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Uma reta da qual a curva se aproxima cada vez mais, sem chegar
nela (noinfinito ou no ponto onde explode).

Quando um limite lateral em um ponto da mais ou menos infinito
(numero fixo dividido por quase zero).

Quando o limite com X indo a mais ou menos infinito da um numero
L.Aretaéy=L.

x=a é reta vertical (todos os pontos tém o mesmo x). y=b é
horizontal (todos tém o mesmo y).

O moddulo de x: x se x for positivo, menos x se x for negativo. Raiz
nunca é negativa.

Indeterminar exige que o numerador também suma (zero sobre
zero). Aqui o 15 fica, e o resultado explode.

Calcule g(-x). Se der -g(x), € impar (simétrica pela origem). Se der
9(x), & par.

O limite em menos infinito é o oposto do limite em mais infinito.

Em +5 o denominador vale zero, ponto proibido. Fica fora: intervalo
aberto.

Quando o lado de onde x vem esta fora do dominio: sem fungao,
sem o que aproximar.

Colocar x ao quadrado em evidéncia dentro da raiz, tirar o moédulo
de x e deixar o resto tender a zero.

Pela simetria (se houver) e testando um x enorme na calculadora,
como 1000.

Vertical. Horizontal vem do limite com x indo ao infinito dando um
numero.

Onde o denominador zera e o numerador néo.

Zero visto por valores positivos, cada vez menores.
|x]: x se positivo, -x se negativo.

Troca o sinal: limite em —oo &€ 0 oposto do limite em +co.
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Glossario do moédulo

TERMO

LIMITES

DEFINICAO CURTA

assintota
assintota horizontal
assintota vertical
dominio

fungéo impar
fungao par
horizontal
indeterminagao
infinito

limite lateral
modulo
radicando
vertical
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Reta da qual a curva chega cada vez mais perto sem tocar.

Reta y=L da qual a curva se aproxima quando X vai ao infinito.

Reta x=a onde o grafico dispara para cima ou para baixo.

Conjunto dos valores de x para os quais a fungao faz sentido.

Fungéo com g(-x)=-g(x). Grafico simétrico em relagéo a origem.

Fung&o com g(-x)=g(x), simétrica pelo eixo vertical.

Reta y=L, da qual a curva se aproxima quando x vai ao infinito.

Forma como zero sobre zero,em que o resultado ndo se sabe sem trabalhar a conta.
Nao é numero. Quer dizer "cresce sem parar".

Para onde a fungéo vai quando x se aproxima de um numero so6 por um lado.
Distancia até o zero. Sempre maior ou igual a zero. Escreve-se |x]|.

O numero ou expressao que fica dentro da raiz.

Reta x=a, onde a curva dispara para cima ou para baixo.

MODULO 5
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| Gabaritos do médulo

Resolugdes comentadas do treino

T1

T2

T3

T4

T5

GRAU 1

22 —9>0daz < —3ouz>3:D = (—00,-3)U(3,4+00). Em3*: & = +o0;em —37: 5 = —o0.
Assintotasz =3ex = —3.

GRAU 1

(—z) = T _ (x): impar.

p =1 Ple)impar

GRAU 2

Paraz > 0: 22 — 16 = x1/1 — 16/22, limite 5. Paraz < 0: /22 — 16 = —z/1 — 16/22, limite —5.

Assintotasy = 5ey = —b.

GRAU 3

D = (—o0,—7)U(7,+00). Em7": 28 = 400, Em —7 : 28 = —o0. Verticais z = +7. Em Fo0: +4.

Horizontais y = +4.

GRAU 3
4z —1>0da|z| > L. Paraz < 0:v42? — 1 = |z]/4 — 1/a? = —z/4 — 1/2% Entdog =
-1

-1
— —. Limite —1.
2

VA —1/xz?

Gabarito de “Confira se entendeu”

Cl

c2

C3

ITEM A

Resposta: (a). Par: g(—z) = g(z). impar: g(—z) = —g(z). Se ndo bater com nenhuma, ndo ha simetria.

Se marcou (b): Confundiu: par é g(—z) = g(z), sem sinal de menos.

Se marcou (c): Tem: aigualdade com o sinal trocado é justamente a simetria impar.

ITEM A
Ordem certa: D, A, C, B.
3(—z
1.g(—z) = _ 3ty
(—z)%* — 25
—3x
2.9(—x) = ——
9(—z) ot

3.9(—z) = —g(z)
4. impar: simétrica em relagao a origem

Troca x por —z, simplifica, compara com g(z), d4 o nome.

ITEM B
Resposta: (a). Raiz de negativo ndo existe nos reais, e dividir por zero também nao.
Se marcou (b): Falta a divisdo: com radicando zero o denominador zera.

Se marcou (c): O numerador pode ser zero sem problema (daria 0). O problema é o denominador.
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GUIA

C4

C5

Cé6

c7

c8

c9

cio

Ci1

C12

DA P2 - CALCULO 1 - LIMITES

ITEM B

Resposta: (a). Emz = £5: /25 — 25 = 0 no denominador. Ponto proibido, intervalo aberto.

Se marcou (b): O tamanho ndo importa. Importa se o ponto zera o denominador.

Se marcou (c): O infinito leva paréntese, é verdade, mas isso ndo explica o £5.

ITEM C
Resposta: (a). O sinalindica o lado da reta numérica de onde x vem.
Se marcou (b): Esse é —5, pelo lado esquerdo.

Se marcou (c): Nao é um valor fixo: € uma aproximagao cada vez menor.

ITEM C
Linha errada: 3. Corregéo: esses x estdo em (-5, 5), fora do dominio: o limite ndo existe

Sem pontos do dominio por aquele lado, n&o ha funcéo para crescer. Nao existe.

ITEM D
Resposta:emz — 5:15; emax — —5: —15

E s6 substituir: 3-5 = 15e 3 - (—5) = —15. O numerador n&o vai a zero.

ITEM D

Ordem certa: B, D, A, C.
1.3z — 15

2.vVz2—-25 > 0"

15
3.9(z) — o
4. lim g(z) = +o0
z—5"
Numerador, denominador, a razao, o resultado. Em nenhum momento aparece g

ITEM E
Resposta: (a). Vertical: x = numero. Horizontal: y = numero.
Se marcou (b): Essa é horizontal: em toda a reta, oy vale 5.

Se marcou (c): Essa é uma reta inclinada que passa pela origem.

ITEM E
Resposta: ¢z =4
O denominador zeraem x = 4, e o numerador (1) ndo zera: Oli = +o00. Assintotax = 4.
ITEM F
25
Resposta: —— = 0,0025
1002

25/10000 = 0,0025: pequeno. Com z maior ainda, fica menor. Por isso i—? — 0.

ITEM F

. - 25 25
Linha errada: 2. Corregéo: /2% (1 - — | = zy/1— —
T T

Ao tirar 2% daraiz sai V22 = z, n&o z>.
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c13 ITEM 6
Resposta: (a). g(—t) = —g(t), entéo o limite em —oo é 0 oposto do limite em +oo.
Se marcou (b): Esse seria o caso de fungéo par.

Se marcou (c): Nada na simetria zera o limite.

Cl4 ITEM 6
Resposta: (a). Par: f(—z) = f(z), o limite repete. impar: o limite troca de sinal.
Se marcou (b): Aplicou a regra da fung&o impar numa fungao par.
Se marcou (c): (—1000)? = 1000 000, longe de zero.

C15 ITEM H

Resposta: /(-7)2 =7

(—=7)? = 49 /49 = 7. Deu 7, nd0 —T7: araiz de um quadrado é o modulo.

Clé6 ITEM H
Resposta: (a). Quando duas rotas discordam, uma tem erro. Aqui o suspeito nimero 1 € o sinalde v z2.
Se marcou (b): A simetria € uma conferéncia independente. Ignora-la joga fora a rede de seguranga.

Se marcou (c): Acertar o numero sem achar o erro deixa o raciocinio errado, e o professor cobra o raciocinio.

C17 ITEM I
Resposta: (a). Horizontal: y = L, onde L é o limite no infinito.
Se marcou (b): Essa é vertical. Horizontal € y = numero.

Se marcou (c): Essa é uma reta inclinada, nao horizontal.

Cc18 ITEM I

Ordem certa: C, A, D, B.
1.calcular lim g

T—+00

2.calcular lim g
T—r—00

3. escrever y = L para cada limite finito
4. tracar as retas tracejadas

Primeiro os dois limites, depois as equagdes, depois o desenho.

C19 ITEM H
Linha errada: 2. Corre¢édo: z < 0 = |z| = —z

O mddulo de um nuimero negativo é o oposto dele. Com |z| = z o resultado sai +3 e desmente a simetria.

c20 ITEM B
Linha errada: 3. Corregéo: positivo fora: z < —5oux > 5
Emz =0:(0—5)(0+5) = —25 < 0. Entre —5 e 5 0 produto é negativo.
c21 ITEM D
. . 15
Linha errada: 3. Correcao: o = 400
Dividir por algo cada vez menor aumenta o resultado. O zero sé vem de numerador que zera.
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€22 ITEM F
Linha errada: 2. Corregéo: m =z4/1— i—g
A raiz ndo "desfaz" s6 o quadrado em uma subtracdo: v/z2 — 25 # x — 5. Teste com z = 13: /144 = 12,
mas 13 — 5 = 8.
Gabarito dos exercicios das licdes
Al Resposta: (a). Assintota € uma reta de aproximacao, vertical ou horizontal (ou inclinada, em casos que

n&o vamos precisar).
Se marcou (b): 1sso é raiz da fungéo, outra coisa.

Se marcou (c): 1sso € maximo. Assintota € uma reta, ndo um ponto.

A2

Resposta: = 12000

1
0,001
Dividir por 0,001 é multiplicar por 1000: 12 000. Quanto menor o divisor, maior o resultado.

A3 Resposta: (a). O denominador 0™ é positivo, entéo o sinal do resultado & o do numerador.
Se marcou (b): Esqueceu o sinal do numerador.

Se marcou (c): Dividir por quase zero amplia o numero, ndo o apaga.

A4 Resposta: L =0

Numero fixo dividido por numero gigante tende a zero.

A5 Resposta: L =3

A6 Resposta: valor: 9
(—9)% = 81, /81 = 9. Raiz ndo devolve negativo: Vz? = |z|.

A7 Resposta: (a). Vz? = |z| = —z paraz < 0. Teste: x = —4da4 = —(—4).
Se marcou (b): Daria negativo, e raiz nunca é negativa.

Se marcou (c): A raiz desfaz o quadrado, ndo o repete.

A8 Resposta: L = —1
VR T 12 o -1

A9 Resposta: em +00: 6; em —oo: —6
Em+o0: Va2 — 4 = z+/1 — 4/22, limite 6. Em —oo: Va2 — 4 = —z+/1 — 4/22, limite —6. Horizontais y =
6ey = —6.

Al0 4z —4

Linha errada: 3. Correcao:

—z\/1+ 1/ /1+1/z?
4z — _4 O sinal sumiu na terceira linha; a quarta herdou o erro. O certo é —A4.

—T
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FECHO

Cartao de bolso

FECHO

Uma pagina com as ideias centrais de cada modulo. Leia, vire a folha e diga de memoaria.

MODULO 1

Fatoragéo e Briot-Ruffini

Como se acha o dominio de uma fragéo?

Todos 0s reais, menos 0s que zeram o denominador.
Fatore o — b°.

(@ —b)(a+Db).

Se P(r) = 0, qual é um fator de P?

(z—7).

O que é o resto do Briot-Ruffini?

O ultimo numero. E P(r). Zero confirma que r & raiz.

Fale a condigao: toda vez que cancelar, diga "para x
diferente de 2". E isso que o professor cobra.

MODULO 2

Racionalizagéo e continuidade

Que condigbes araiz quadrada impoe?

O radicando tem de ser maior ou igual a zero.
Que condi¢do o denominador imp6e?

Ele ndo pode ser zero.

O que é o conjugado de a — b?

a + b: mesmos termos, sinal do meio trocado.
Porque 4 —z = —(z—4)?

Trocar a ordem da subtragéo troca o sinal.

Raiz com subtragéo: se o limite d4 0/0 e tem 4/ com sinal
de menos (ou mais), multipligue em cima e embaixo pelo
conjugado.

MODULO 3

Limite trigonométrico fundamental

Quando posso usar o limite fundamental?

S6 com v em radianos, u — 0, € 0 mesmo u dentro do seno e no
denominador.

Por que u = 3z é uma mudanga legitima?

Porque u — 0 exatamente quando x — 0: o limite fundamental
continua valendo.

O que é atangente em seno e cosseno?

tgy = seny/ cosy. Por isso s6 existe onde cosy # 0.

Qual é o conjugado de 1 — cosz e paraque serve?

1+ cosz. Produz 1 — cos? z = sen? z e elimina o sinal de menos.

Macete do seno: perto de zero, seno de qualquer coisa é a
propria coisa (senu ~ u). Entéo sen(3z) ~ 3z e senz ~ z: a
razdo é 3z/x = 3. Use como conferéncia de cabega, mas na
prova escreva u = 3.
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MODULO 4
Limite exponencial fundamental

Qual é o limite exponencial fundamental?
lim, oo (1+2)" = e~ 2,718

Como transformar 1+ -~ em 1+ 1?
Escolhau = £t: entdo -5 = L.

Se u = 21, quanto vale z?
z = 6u+ 1. Multiplica por 6 e soma 1.

Se z — o0, 0 que acontece com u = %1?
u — oo. A troca de variavel preserva a diregao.

macete: o que esta dentro da base como "1 + 1 sobre
alguma coisa" é o u. O expoente fica sempre em fungao de u.

MODULO 5
Assintotas verticais e horizontais

Como nasce uma assintota horizontal?

Quando o limite com x indo a mais ou menos infinito da um
numero L. A reta é y=L.

V2?2 vale quanto?

O modulo de x: x se x for positivo, menos x se x for negativo.
Raiz nunca é negativa.

Como testar se uma fungao é impar?

Calcule g(-x). Se der -g(x), & impar (simétrica pela origem). Se
der g(x), & par.

O que a simetriaimpar diz dos limites no infinito?

O limite em menos infinito é o oposto do limite em mais infinito.

Macete do sinal: sempre que aparecer vx? com X negativo,
escreva -x em vez de x. Depois confira com a simetria.
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FECHO

Checklist da véspera

Marque cada item s6 quando vocé conseguir fazer sem olhar.

Refiz cada problema em pé, em voz alta, com cronémetro, pelo menos uma vez.
Sei contar a ideia de cada problema em duas frases, sem olhar.

Sei dizer, em cada passo, por que ele é permitido.

Reli a armadilha de cada item e os erros comuns de cada modulo.

Passei os olhos no cartdo de bolso e nos glossarios.

Separei lapis, borracha e uma folha limpa para treinar o quadro.

Combinei comigo a ordem de falar: o que vou fazer, por que posso, e a conferéncia.
Moddulo 1: consigo explicar “Fatoracéo e Briot-Ruffini” do comego ao fim.

Modulo 2: consigo explicar “Racionalizag&o e continuidade” do comego ao fim.
Modulo 3: consigo explicar “Limite trigonométrico fundamental” do comego ao fim.

Mddulo 4: consigo explicar “Limite exponencial fundamental” do comeg¢o ao fim.

000000 oooooouu

Modulo 5: consigo explicar “Assintotas verticais e horizontais” do comec¢o ao fim.
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